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Problématique et démarche

Problématique

Appréhender I'hémodynamique et la rhéologie du sang a travers le comportement
mécanique des globules rouges

Démarche

o Traitement numérique de l'interface entre deux milieux
@ Prise en compte de la membrane fine du globule rouge

@ Modélisation de la membrane par un liquide viscoélastique




Fil conducteur : traitement de l'interface

Méthodes existantes : maillages adaptés, Level Set, VOF, partition de l'unité, domaines
fictifs, frontiere immergée (IBM), XFEM,, ...
Méthode NXFEM (Nitsche’s eXtended Finite Element Method)

@ introduite par A. Hansbo & P. Hansbo '02 et utilisée pour des approximations

conformes
@ but: prendre en compte une interface ne coincidant pas avec le maillage
@ principe :
o formulation variationnelle avec espaces d’éléments finis standard enrichis
(degrés de libertés doublés sur les cellules coupées par 1'interface)

e traitement faible des conditions de raccord via la méthode de Nitsche




Plan de I'exposé

O Partie I : Probléme d’interface
Extension de NXFEM aux éléments finis non-conformes pour :

e l’équation de Darcy
o le systeme de Stokes

@ Partie I : Probleme d’interphase
Modélisation asymptotique de la couche mince pour :
e l’équation de Darcy
o le systeme de Stokes
o le modele de Giesekus

@ Conclusions et perspectives



Partie I : Probleme d’interface

@ Méthode NXFEM originale

@ Extension de NXFEM aux éléments finis non-conformes :
e modification des fonctions de base sur les triangles coupés

e rajout des termes de stabilisation

@ Equation de Darcy
e résultats théoriques

e résultats numériques

@ Systéme de Stokes
e résultats théoriques

e résultats numériques



Méthode NXFEM originale

Probleme modele
~V - (uVu) =f dans Q"UQ%,
u =0 surd),

[ul =0 surl,

[yVau] =g surl

1 > 0 coefficient discontinu : u = p;,, dans Q™", u = e, dans O~

Notations
Saut et moyennes pondérées sur I':

[‘P] — (Pin . (Pex, {(P} — kexcpex +kinq>in’ {(P}* — kin(Pex _i_kexqbin

avec 0 < k", k™ < let k" + k% =1




Probleme discret

uy € Wﬁ” x Wi, ay(up, o) =1 (vy), Vo, € W;;” x Wit

Formes bilinéaire et linéaire, espace P'-conforme

ay (up,op) =Y /TPlvuh'VUh_ /r{?/‘vnuh} [vn] —/F{anvh} [un]

TeTy,

+A Y Ar / wllonl, (A >0)

TeTT Ir

o = g o
n(on) Lot rg{vh}
Wi :={p € H'(OQ}); gl; € PLYT € T, glaa =0}, i=in, ex




Choix de parametres

Methode robuste par rapport a la géométrie et aux coefficients de diffusion
(Becker et al.’12, Annavarapu et al.”12, Hansbo et al.”12)

n __ ‘uex|Tin| ex __ yin|Tex|
o yex|Tin|+‘uin|Tex|’ T ‘uexlTin|_i_‘uin|Tex|

P ‘uin‘uex|T|

: i Tin
yzn|Tex| + ‘uex|Tm|

Notre objectif : développer NXFEM pour éléments finis non-conformes

@ stencil petit
@ inf-sup stables pour les équations de Stokes
@ localement conservatifs

@ approximation robuste du modeéle viscoélastique de Giesekus
(These de |. Joie, Université de Pau "10)




Extension de NXFEM aux éléments finis non-conformes

Eléments finis non-conformes de Crouzeix-Raviart

e fonctions de base: ¢; =1 — 2A;
avec A; coordonnées barycentriques

@ opérateur d’interpolation locale :

=7
ITv = Z (|e_1| /Eivds) @i 3

i=1

N

Notations
o & :ensembles desarétesde 7, (i = in, ex)
o £ :ensembles des arétes coupées et contenues dans QO (i = in, ex)

o 77 :ensemble des triangles coupés




Difficulté de I’extension

e Cas conforme : opérateur d’interpolation (LI, L¢*) dans W x W
0| — E'v|q — (Ly 0 ENv|q — (Lyo Ei)v|05 =: 1), i =in, ex.
1

@ Cas non-conforme : W,i remplacé par
Vi = {(p € L2(Q); ¢|r € PL, VT € T}, /[(p] =0,Vec 5;}
e

Alors
/I;l“v + /v, Vee & i=inex
e e

~~ probleme pour estimer 1’erreur de consistance sur les arétes coupées

DD DR AN

i=in,ex eg};wt @




Solutions proposées

@ Modification des fonctions de base sur les triangles coupés

i \
; -— —_— \
p \
\
’ \
’ \
/ \
——

up € VI" x V&, ap(up,vp) = 1(vy), Yo, € Vi x V&~

@ Rajout de termes de stabilisation sur les arétes coupées

ui € V,i” x VE¥, (ap+ Ap + Z o ];,) (ui,vh> =1(v,), Vo, € V;f” X Vi

i=in,ex

= compensation de l'erreur de consistance sur les arétes coupées !




Modification des fonctions de base sur les triangles coupés

Idée
On suppose que I' est un segment.

Soit T = (ABC) € T,F. Onnote “‘:]g” =a, |‘glgl| =pPavecO<a, B <1

On construit ¢f, 7 € Pi(T) tels que

1 - . .
W/ei%-:gjk (i=00n;1<jk<3)
k k

~ /eI;lU — /ev, Ve € £
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Expression de nouvelles fonctions de base

0 1 1-p

e i-a-aa-pt T I-a-0a-p*
1—a 1

L T A e ()

0_ —(1-9@2-p  @2-01-p)

B rT-a-wa-p”

@ pour (Q)J-A)lgjgg, : on remplace («, ) par (a — 1, —1)
e (T,P!,x5) et (T, P!, %%) sont des éléments finis

- (-aya-p P

Proposition (majoration des fonctions de base)
Pour tout T € 7%, il existe C > 0 indépendante de T et de T telle que
C |T5|

C

3 3
| - o < 7 |§0'A|1,TA <
Llerhme < oaoga—pgy\ I b <1

—lXﬁ

e




Robustesse par rapport a la position de l'interface

o Trsegment: Il =1-(1-w)1-p), Tl =(-a)1-p)

@ si au moins un parametre «, 3 ne tend pas vers 0 ou 1, ou si
(o, ) — (0,1) ou («, ) —> (1,0), alors :

3 .
Yl
=

3 .
i <G, Y lIgjllo7i < Chr, i=0,A

=1

avec C indépendante de l'interface.

@ sia = B — 1, alors comportement singulier de ¢* sur T%.
Comme |T2| = (1 —«a)?|T| = (??) est encore vérifiée.

@ sia = B — 0, alors comportement singulier de ¢~ sur T".
Comme |T™| ~ «|T/|, on obtient

3 3
C O ChT
971,10 < —, o7 llo0 < —
=1 i Ve ]; JHor v

]

(1)

()
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Nouvel espace d’approximation V},

o sur T coupé : V/ généré par (qo?) si T' = TY, respectivement par (q)].A) siT =T
@ norme sur Vj, = V,ﬁ” X Vhex :
Cr|
ol = 3 In2Volf g+ 3 b Vaokiie, + 1 Arll e I,

i=in,ex Te’];lr T€7;lr

Formulation variationnelle discréte

up € Vh/ ﬂh(uh, Uh) = l(vh)/ vvh € Vh

Propriétés

@ a; (+,-) est (uniformt.) continue et coercive sur V}, X V}, pour A suffisamment grand

@ existence et unicité de la solution (Lemme de Lax-Milgram)
@ estimation d’erreur a priori (Lemme de Strang) :

: ap(u —uy,w
lle — gl < C( inf [[lu— ||| + sup 24— nl

”UhGVh whEVh




Erreur d’interpolation en norme énergie

Lemme (Erreur H' sur les cellules coupées)

Soient T € T.X etv € H?(T?), i = in, ex. Il existe C > 0 indépendante de h7 telle que :
h P q

3
; k
|0 — L] ri < Chr (Z |(Pj|1,Ti>

j=1

3
; k
|0 — Lollo i < Chr <Z ||4’j||0,Ti>

j=1

aveck=0siTi = TP etk =Asi T = T2.

Etapes de la preuve

@ Passage a 1’élément de référence T, I;lv = f]izﬁ, théoreme de Sobolev sur T et

m;mlji = (2 |§”]|1 Tt) S |9 (x <Z| |1 Tl> HEA%HCO( = (Z’ |1 Tz> HE%HZT

xeTi

o estimation via le Lemme de Bramble-Hilbert de : [0 — [!9|, 4, [0 — ! 9]|,

16



En conclusion :
v — I;,U|1,Ti < Chr|E'olyr, o — IlizUHO,T" < Chi|E'vly T,
avec

ozx:,B—>O:C:ﬁ

@ dans les autrescas: C ~ 1

Fig. 1 - Cas critique

1/2

Lemme (Erreur de type H™ /< sur I)

Soient T € T)F etv’ € H?(T'). Il existe ¢ > 0 indépendante de 1, v et T telle que :

T'r|
Atht

{1V a(o—Lio) Yoy < chr Y. |uE'v'lar.

i=in,ex
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Lemme (Erreur "H'/2" sur T')

Soient T € T,F et v’ € H?(T'). Il existe C > 0 indépendante de h et y telle que :

Ao = Lol llor, < Chr Y |u}

i1=in, ex

Dépendance de C par rapport a l'interface

e En majorant At = |Tin|‘rT‘|T€x‘ < |r‘§1;|4 i, on obtient :
Hin | Hex
osie —rletp»1lousia =p —1,alors C ~~ 17 ( EF conformes : C ~ ¢1 =)

o sie = — Oalors C ~ % ( EF conformes : C ~
o dans les autres cas, C indépendante de « et

5)
@ En majorant At < ||T| max{ iy, Hex }, N améliore la dépendance par rapporta I’
.. mais C dépend du rapport des coefficients y; !

Ceci est indépendant du choix des éléments finis (conformes ou non-conformes).




En rassemblant les résultats précédents, on a :

Théoreme (estimation d’erreur d’interpolation)

Il existe une constante C > 0 indépendante de & et u telle que

o = Lio|l| < Chlp /0]y qevoqin, Vo € HA(Q) N HA(QZ U Q™).

Grace aux propriétés de I'opérateur d’interpolation, on majore l'erreur de consistance.
On obtient :

Estimation d’erreur a priori

Soit (u™, u®) € H?(QM) x H2(Q*). Il existe C > 0 indépendante de 1, 1 et A :
% H

[llu = upll| < Chlpt2uly gecin

19



Résultats numériques

Cas-test de référence (Hansbo & Hansbo "02)

e O=]-1;1[x]—1;1[r=/x2+y?r9=3/4

O Uin =1, fex = 103

@ conditions de bord de Dirichlet (traitées avec la
méthode de Nitsche)

@ solution exacte :

7"2 .
— sir <7y
Uin
u(xy) =
7’2 — r% 7’% .
—2 4+ L sir>ry,
Hex Win

@ parametres de stabilisation : A = 100, Ap = 100

Hex

Qer

Solution discréte
E 5.639%e-01

Z0.415
£0.267
Z0.118

-3.082e-02




Implémentation dans la libraire CONCHA C++

@ cas non-conforme : deux approches

@ cas conforme : thése de N. Barrau (Université de Pau "13)

Eléments finis non-conformes Eléments finis conformes

N [l —uyl|| | ordre | ||u— uylloq | ordre N |4 —up||| | ordre | ||u—uplloq | ordre

64 3431071 | — 3,13-102 — 64 345107t | — | 1,500-1072 | —-

256 | 1,53-107! | 1,163 | 540-1073 | 2,533 256 | 1,68-10°! | 1,035 | 6,27-1073 | 2,176
1024 | 7,61-1072 | 1,007 | 1,28:1073 | 2,077 1024 | 8,03-1072 | 1,063 | 1411073 | 2,153
4096 | 3791072 | 1,007 | 3,20-107* | 2,003 409 | 3951072 | 1,021 | 3,38-107* | 2,060
16384 | 1,87-1072 | 1,021 | 7,63-107° | 2,066 16384 | 1,97-1072 | 1,007 | 8,21-107° | 2,039
65536 | 9,31-1073 | 1,007 | 1,90-10=° | 2,010 65536 | 9,82:102 1 2,02.107% | 2,021

Convergence lors du raffinement de maillage
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Robustesse par rapport a la position de I’

Cas-test de référence (Hansbo & Hansbo '02)

e ) =]0; 1[x]0; 1]

@ maillage fixe avec N = 512 éléments
oI, :=x,x[0,1] ot x, = 11—6—|—s (e >0)
° a, = B = l6¢

@ conditions de bord de Dirichlet

@ solution exacte :

X six < xg
Hin
u(x,y) =
2 .2 2
x%—x2 5 .
= 1X X
Hex +,uin S = oy

@ parametres de stabilisation: A = Ap = 100
@ onbouge l'interface [ dee =5-10"1a10~*

I'e

I'e

AN

&=




Normes

u—uyl3 =

I (R [ ¥ o T

TeTk

Z l|u— ”h||0 T’

TeTF

lu—wupl3 = Y Arll[u—willlgr

TeTrk

Erreurs sur les triangles coupés et erreurs globales

& ju—upls | Nu—uplle | Nu—upllx | Hu—uplll | |4 —unllon
5-1071 | 9,498-103 | 2,920-10~* | 2,521-1073 | 1,134-10~' | 2,357-1073
10°1 | 1,247-1072 | 4,244-10~* | 3,508-1073 | 1,137-10~! | 2,372.1073
1072 | 1,376:1072 | 4,722-10~* | 4,035-1073 | 1,139-10~' | 2,380-10~2
1072 | 1,390-1072 | 4,773-10~* | 4,093-1073 | 1,139-10~' | 2,381-10~2
107% | 1,392:1072 | 4,778-10~* | 4,099-10~3 | 1,139-10~' | 2,381-10~2

Variation de la position de I's : pj, = 1; pex = 10




Erreurs sur les triangles coupés et erreurs globales

L% | —upli | N —uplle | u—ugla | o —unl|l | lv—wunllon
5-1071 | 1,561-1072 | 6,553-10~* | 6,987-10~% | 3,387-10~! | 2,399-10~2
10-! |3,559-1072 | 2,338-10~3 | 1,229-10~2 | 3,403-10~' | 2,393-10~2
1072 | 4,080-1072 | 2,890-10~3 | 1,388-10~2 | 3,409-10~' | 2,396-10~2
1073 | 4,133-1072 | 2,949-1073 | 1,405-10~2 | 3,410-10~' | 2,397-10~2
107% | 4,139:1072 | 2,955-1073 | 1,407-10~2 | 3,410-10~' | 2,397-10~2

Variation de la position de I'; : coefficients fortement discontinus p;, = 0,1; pex = 10°




Systeme de Stokes

(—div(yVu) +Vp =f dansQ"UQ%,
divu =0 dans Q" UQ,
X u =0 surd(),

[ul =0 surT,
\ [uVu-n—pn] =g surTl

avec des coefficients discontinus u = 1;,, dans Q" i = peyx dans QO

Formulation variationnelle mixte
(u,p) € Hy(Q)* x L§(QY),

/qu Vv—/ pdlvv+/ qd1vu—/ f- v+/g v, Y(v,q) € H}(Q)? x L3(Q)




NXFEM pour le systéme de Stokes : état de 'art

Approximation par éléments finis conformes stabilisés :

@ Becker et al. 08 : (P1)% x PY
e stabilisation par le saut de pression sur les arétes intérieurs

@ Burman & Hansbo '07 ; Massing et al. ‘12 : (P1)? x P!

e stabilisation de type gradient pour la vitesse et la pression sur les arétes coupées

@ Hansbho et al. '14 : (P! @ B3)? x P!
e stabilisation de type gradient pour la vitesse et la pression sur les arétes coupées

Notre approche : NXFEM avec éléments finis non-conformes
Difficulté supplémentaire : condition inf-sup pour le probleme mixte
Solutions proposées :

e modification des fonctions de Crouzeix-Raviart sur les triangles coupés

@ rajout de termes de stabilisation (de type dG) sur les arétes coupées




Modification des fonctions de Crouzeix-Raviart

Probléme mixte discret

(wn, pr) € Vi x Qp, )
an(up, vi) + bu(pn,vi) = u(vy) Vv, €V,
by (qn, up) =0 Van € Q
ah(uh,vh) = Z / quh : VVh dx — /{yvnuh} : [Vh] ds
TeTPUTe> “ 3
_ / (Vv } - [wlds+A4 Y Ar / [uy] - [vi] s,
r TeTF Tr
bu(pn,vi) == — ) /TphdiVVh dx + /F{Ph} [vy - n] ds

TeTmuTE
Qi := {q € L3(Q);q|r € P*(T), VT € T;'}

Qn = Q" x Q% muni de lanorme: ||g||3 = ¥ HP‘;UZCIH%,QZ-

i=inex
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@ ay, (+,+), by (-, -) uniformément continues sur V;, x V;, et Qj, x V), respectivement
@ 4y, (-,-) est uniformt. coercive sur Vj, x Vj, pour A suffisamment grand (cf. cas Darcy)

e Point clé : condition inf-sup de by, (-, ) sur Q, x V,

9C > 0: SUPMZC, VPhEQh
wev, IPrllollvalll

Résultats obtenus

@ probleme discret bien posé (Théoreme de Babuska-Brezzi )

@ estimation d’erreur a priori optimale :

e —will|+lp = pullo < Ch 3= (11 2ubr + It *pha) -

i=in,ex




Résultats numériques

Cas-test académique Becker et al. 08
e () =]0; 1[x]0; 1], T cercle de centre (0,5; 0,5) et rayon 0,25

. ) . per
@ solution exacte en coordonnées polaires :

Cin dans Q" —2¢i,Aiy  dans Q"
Uy = B2 b2 , up=0 p= ex
(r— = )cex + 2 dans Q% —2¢exAex dans Q)

ol les constantes c¢; dépendent des coefficients de Lamé
@ conditions de bord de Dirichlet

@ parametres de stabilisation: A = Ap = 100




Convergence lors du raffinement de maillage

N | [[p — pulloq | ordre | |||u —uy||| | ordre | ||u — up|loq | ordre
64 0,900 — 5,270 — 3,11-107¢ —
256 0,440 1,028 3,090 0,773 | 1,05-10~! | 1,565

1024 0,830 1,298 1,490 1,049 | 2,50-1072 | 2,070
4 096 0,373 1,150 0,735 1,021 | 597-107% | 2,063
16 384 0,177 1,077 0,364 1,014 | 1,45-107% | 2,046




Autre cas-test : écoulement de Poiseuille bi-phasique

Q=1[0;0,1] x [-0,01; 0,01]
interface I' d’équation y = —0, 002m
uin = 100 Pa.s, pey = 10 Pa.s
alentrée I, :

1— e k¥+001) iy <0
u-t=0, u-n= —, k=2000
1—eW=000) 5y

e 6 ¢

a la sortie I'y;; : condition de Neumann homogene

condition de Dirichlet homogene sur I'p, A = Ap = 100

(]

sur 'interface I', conditions de raccord : [u] =0, [pVu-n—pn] =0

Qin

Lin r Cout

wed
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Simulation numérique

uo
E1 .659e+00

~1.2441

+0.8294

-0.4147

7.326e-05

Premiere composante de la vitesse

P
[3.687e+05

T2.8e45
51 .8e+5
92263
[1 .143e+02

Pression



Comparaison avec solution analytique en écoulement développé

1x10°
—— Solution analytique
E o  Simulation numérique
5107
| Kin =100Pas
G 0
L+

-3 ]
Sx10° 7 fpag =10 Pas

1x10° T T T T
00 50x10° 1,0x10° 15x10° 20x10°
Vitesse (m.s'l)

Profils de vitesse suivant la droite x = 0,05 m




Profils de vitesse et de pression

0.010 —
i X (m)
i — 0.000
o—e 0005
E —a 0010
—s 0015
7 A—a 0.020
0.005 —
u, =100 Pa.s
\
0000 - M= 10Pas
-0.005 —
-0.010 4= —— —— —— ‘
0.0 0.5 10 1.5
v, (mAs'l)

Vitesse dans la zone de transition

12x10*

P (Pa)

Pression




Partie II : Probleme d’interphase

© Modélisation asymptotique de la couche mince

e interface droite

e interface courbe

@ Equation de Darcy
e dérivation du probléeme limite

o NXFEM pour le probléeme limite
e résultats numériques

@ Systéme de Stokes

e dérivation du probleme limite

@ Modele de Giesekus dans la membrane
o dérivation formelle du probléme limite

35



Equations de Darcy

Probléeme modéle

~V - (KVii;) = f dansQruQluQ¥
e = 0 surodQ)e
[d] = 0 surTuUTe
[KVie-n] = § surI"UTe

ou K est un tenseur symétrique, défini positif et ot1

K" dans Q" 1
K= Kg dans Qg , KS = ZK°
K** dans Q¢* €

36



Modélisation asymptotique

Hypotheses : T = [0, 1] est une courbe moyenne rectiligne

Changement de variables

y
Qe
ge
r‘(’JIT
G N S'}g """""""""""""""" — B
Fin 90 rin
€ Ql:n,
) Ow
Qé”
Qe w
Domaines (x, y) Nouveaux domaines (s, )

Dans Q°: 0,0=09,v, 0,0= 1810, dx dy = edsdl




Formulation variationnelle

ue €V, ag(ug,v) =I(v), YoeV ouV= H(l)(w)

1 1
ae(u / K'Vu - Vv+/ <K 185uasv+EK?2(asualv+aluasv)+gngzalualv)
¥ [ fo+ ¥ [ go+ [ effo=to(0)+eh(o)
i=in,ex i=in,ex

Convergence faible de u, lorsque e — 0

@ point clé : coercivité uniforme : ag(v v) >c|v|?, VoeV
© [|Vuellgqinuqer + [|9sttello.00 + — HazueHOQO <C
1
—> u, — ugdans V et Ealug — wy dans L2(QY)
0jue — 0 dans L?(Q0) et 9;ug = 0 p.p.t. dans Q°

K, (s, 1)
dstp(s,0) p.p.t.
K (5,1 stig(s,0) p.p |

° /QO (K?zasuo +ngw0> 0v=0,YoeV = wy(s ) =—




Proposition (convergence forte)

Ona Vu, — Vug dans L?(w) et 10;u, — wy dans L>(Q0).

Formulation variationnelle du probleme limite

ug € Vp, IZQ(M(), Z)) = lo(U), Yo e V)

Voz{vev; alv:omQO}

ao(u,v) = Y /Qi KiVu-Vvdsdl—k/rzxo(s)asuasvds

i=in,ex
1/2 0
ap(s) = xdl, K(s,1) = d;%(sl,)l)
~1/2 5 (S,

Probleme bien posé par rapporta: |[v|[2 = ) ]](Ki)l/ZVv\\SQi + Hoc(l)masvHar

i=in,ex




On translate T et T°* : T, T* ~» T, Q" ~ T'x] —1,0[, Q% ~ T'x]0,1]

Modele asymptotique

~V - (KVug) = f inQ"uQ :
U 0 onodQ) @ - ’
[up) = 0 onT " &
[KVug - n] — 9s(wodstig) = g onT

Remarques
e si K¥ est diagonal : méme modele que dans Huy & Sinchez-Palencia ‘74
@ mémes conditions pour une interface courbe : [KV1 - n] — d(agd-1p) = &
@ si [ily] = fsur I UTE, les conditions sur I deviennent :
[uo—x] =0, [KVug-n]—0dr(agdc(uo— x)) =g
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NXFEM pour le modele asymptotique
Développement d'une méthode numérique de type NXFEM stable et consistante

On considere des éléments finis conformes ( extension naturelle aux EF non-conformes). |

Consistance

o (,09) = (o) = [ Bc(ade(u — 2)) o}

=— ) / wdc(u—x)0c{opts + Y. (@0c(u—x))(N)[{vn}s]n

TeTr Tr NeNf

@ {v,} est discontinu le long de T & cause des poids k™", k°*
o [u—x] =0implique o (u — x) = {0 (u —x)} = {0c(u — x) }xsurT
o NV, hr = ensemble des noeuds d’intersection entre I et arétes

@ K'supposé diagonal, & supposé constant par morceaux
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Formes bilinéaire et linéaire

Ap(up,op) = ay(up, op) + aj, (uy, vy), Ly(v,) = 1(vp) + aj (x, vp)
(o) = L [ adelundedelode+0 T oxl{mdanliodIy
TeTr NeNT
y ({aaf{uh}*}w[{vh}*m T {aaT{vh}*}N[{uhMN)
NeNf

|

Moyenne et saut aux noeuds N € N

[p]n =¢' — <Pr, {ptn =vio' + vwr

ey

N = N = B Za N
| Ty |+ "‘N|r |’ ay| Ty |+ “N|r | P
Lo in
an 5o e
“N|r |+ ocN|F K .‘

D(]I.\, est la valeur de a sur F;\, pourj=1,r.




Probleme discret

up € Wy, Ap(up, o) = Lp(vp), Vo, € Wy,

Résultats obtenus

o norme: ||¢|F = [[¢ll]> + Zrezr la'/?0:{@}: ] 1+ + Enenr onl{o}:]%

@ continuité de u — y a traversI'etde u — x, ad-(u — x) lelongde I’ —
Ap(u, vy) — Ly(vy) =0, Vo, € W, (consistance)

o choixdevh, vi dans {-}y =

o5 H{adc{on}dnl? < ||0¢1/28r{vh}*||§,FINUF;V

Pour A et ¢ suffisamment grands : A (vy, v;,) > c||vh||,21, Yo, € W, (stabilité)
@ le probléme discret est bien posé eton a:

lu = upllp < ¢ inf flu— oyl
v, EW),
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Résultats numériques

Cas-test de référence Frih et al. "12

° fzgz)(zO,Kg—ZzosurFN,u:uDsurFD

. 2
@ K" =K* =1,k =2,¢e=0.001 (K0 = EI)

avant et apres mise en échelle Ue U
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Validation numérique

@ convergence de u. vers ug ( tenseur de perméabilité diagonal ou non dans la couche
mince )

@ ordre de convergence optimal
@ interface courbe

@ solution discontinue a travers l'interface I'




Equations de Stokes dans la couche mince

Probléme modele

( —uAi.+Vp, = f dansQ"uUQUQ
divii,. = 0 dans Q" UQ2UQ
i, = 0 surdQ);
[ie] = 0 surT"UT¥
| [uVyie — pen] = § surMUT
ou , .
u'™  dans )Y,
10
e = dans Y,
¢ dans Q¢

=
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Interface rectiligne

Formulation variationnelle mixte

En utilisant le changement de la pression dans Q° :  ep? ~~ pY, on obtient
(e, pe) € Hy(w) x L§(w)
ae(tie, V) — be(pe, ¥) = 1(¥), Vv € Hj(w)
{ be(q,u) = 0, Vg€ Lj(w)

ag(u,v) = / TAVATE Vv+/ 109su - OV + — / 109 - 9yv

i= lTl ex

=a(u,v)+ glzao(u V)

be(p,v) = ). / PleV+/ posvr + - /Pazvz—b(n v)+ - bo(iﬂ,)

i= 11’1 ex

= Y / fov+ Y. gi-v+£/00f0-v:l(v)+slo(v)

i=inex i= mex 47




Convergence de (ug, p¢) vers (ug, po)

o Ivif = X Im2VVIEe lalii= Y Iu 415

i=in,0,ex i=in,0,ex

@ coercivité uniforme de a(-, -) dans Hj(w)

= u, — ug dans H}(w) (au moins une sous-suite), d;u — 0 dans L>(Q°)
uy € Keragy = {v € Hj(w); 9;v = 0 dans QO} =:Vj

@ point clé : condition inf-sup de b(-, -) sur My x Vjy ot

My = {q € L3(w); g = q(s) dans QO}

Soit p flﬁz pe(s,1)dl pours € T'. Alors p; := (pé”, ﬁg, pr)e My et
Iellm < 5 sup 2P — 2 qup 2LeW) K0
IBVEVO ” ||V JBVEVO ||V||V

= pe — poin L?(w) (au moins une sous-suite), py € My




Probléme limite

Probléme limite variationnel

(uo, po) € Vo X My

a(ug,v) —b(po,v) = I(v), Vv e Vy
b(q,uo) = 0, Vq € My
@ Probleme mixte est bien posé (Théoreme de Babuska-Brezzi )

= (ug, pe) — (uo, po)

o I'", T T, O"~Tx]=-10[ QF~Tx]01] Q~]0,1[x]-11]
Vo ~ {v € HY(Q); vy € Hg(r)}

Mow{(q,qr)eLz( ) x L*(T) /H/q —0}

@ Pour v € Vg, onnote v := vir



Probleme modele asymptotique

—ulAug+Vpy = f dans Q" UQ™
divugy = 0 dans Q" UQ*
u = 0 suradQ)

auquel on rajoute les conditions sur I

o I’ rectiligne :

—9J.pL
- - B B sPo _
[wo] =0,  up;=0,  [¢Vyuug— pon] ( 95 (1%0s1g)») ) 8

@ I courbe de courbure 7 :

o suivant T : [udjugc] + pmr (9<uf, + il ) +0-py = g=; Ul = u¥ = uj

0,t

- : r T — o gin _ gex _ T
o suivant # : [U0Uon — Po] — mOrrhom — Um0 (Tihy ) +1Pg = §n; Uy = Uy = Uy,

® deub  —rul =0




Modélisation viscoélastique de la membrane par Giesekus

Modeles rhéologiques

@ modéle non-newtonien d’Oldroyd-B (quasi-linéaire) :

. v v d T
T+ MT =25(D+ AD), A:§A+u-VA—AVu — VuA

v
viscosité limite #, temps caractéristiques (At, /\r) et A dérivée convectée
contravariante

@ modele non-newtonien de Giesekus (non-linéaire) :

LA
A —T-T=21nD
T+ I+2AII nme

«~ Meilleur choix : modele du Giesekus
(These de J. Joie’10, R. Becker et al.”12, D. Graebling & J. Joie’13)
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Dérivation formelle du modéle asymptotique

Probléme modele

( —divit 4+ VpE =1 dans Q,
AT R 2D dans ),
¢ =2u*D(af) dans Q' UQZ,
. divii¢ =0 dans Q, ['/
¢ = sur 9Q),,
[@] =0 sur " U T,
\ [(Zf—pT)-n] =8 sur " U T,

Etapes pour la dérivation formelle du modeéle

@ On introduit p** f 1/2ep s,)dl, T flﬁzerlj )dl

@ On admet que uf, p** et T convergent vers u’, p et T¥:
= u’, p* et ¥ sont indépendants de ! dans Q)"
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Modele asymptotique

—puAu+Vp = f  dans Q"UQY,
diva = 0 dans Q" U Q°¥,
u =20 sur 0Q)

auquel on rajoute les conditions non-standards sur l'interface I’

[u] =0,
U = 0,
o,
[(2uVu — pI) - n] — 3 ( AR ) =g
T12

Am 0 m™ 0 up
T+—7T-T— Ayl =72 ’ .
- 2]/lm_ B m*21 ( T11 2T12 > Hom ( Upq 0 )




Conclusions

Conclusions

@ Probléme d’interface :
méthode NXFEM pour les modéles de Darcy et de Stokes (existence, unicité,
majoration d’erreur, validation numérique . . .)

@ Probléme d’interphase :
e approche asymptotique pour les modeles de Darcy et de Stokes

o méthode NXFEM pour le modele asymptotique de Darcy (consistance, stabilité,
validation numérique)

@ Modélisation de la membrane par le modele de Giesekus :
dérivation formelle du probleme limite




Perspectives

@ amélioration de la robustesse d"un point du vue théorique

o méthode NXFEM pour le modeéle asymptotique de Stokes

o développement d'une méthode NXFEM pour le modele asymptotique de Giesekus

@ extension de la méthode NXFEM non-conforme aux quadrilateres (EF
non-conformes de Rannacher-Turek)

@ interfaces mobiles
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