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Notations générales

Les principales notations introduites dans cette these sont rassemblées dans cette nomen-
clature. Dans la mesure du possible, on a tenté de conserver et d’utiliser les mémes no-
tations d"un chapitre a I’autre. On note en gras les grandeurs vectorielles et les matrices.
Certaines notations, apparaissant uniquement de maniere ponctuelle, ont été omises.

Géométrie

O, O,
Qin (e
Qir, O
Q'

Tn

T

ot

hrt

h

:= ouverts bornés et réguliers de IR?

sous-domaines de ()

= sous-domaines de (). dépendant de ¢

sous-domaine de (), d’épaisseur faible ¢

= famille de triangulations de ()

= élément du maillage (triangle)

rondeur de T (diametre de la boule inscrite dans T)

diametre de T (distance maximum entre deux points de T)

= pas du maillage (maximum des diametres hr, T € Tj)

discontinuité

courbure de T’

partie de la discontinuité I' dans T, définie par I't :=TNT
ensemble des triangles totalement inclus dans )

{TeT, : TCQ},i=inex

7-h1'nt,in U 7-h1'nt,ex

ensemble de tous les triangles coupés par I

{TeT,: TNT #0}

ensemble des triangles coupés par I et contenus dans ()
{TeTl . TNQ' #0}, i=inex

={TeT,: TN #Q}, i=inex

ensemble des triangles situés sur le bord de ()

11



12 Notations générales

p — 7—h1'nt,i U Er,z‘
T := partie du triangle coupé T contenue dans ), T' := T N Q)
En := ensemble des arétes du maillage 7},
52’“ := ensemble des arétes non-coupées du maillage 7y, et contenus dans )/
&° = ensemble des arétes non-coupées du maillage 7},
= ginney geone
E,i’cut := morceaux des arétes coupées par I et contenus dans Q'
= {eC oT, T € 7;[1“,1' : eﬂf#@}
Ef’i := ensemble des arétes situées sur le bord Q2 N QY
= {eCIT, TeT? :endQY # 0}
g =grug
E,’;;”t’i := ensemble des arétes intérieures de Q' du maillage 7;’
i — g;z;nt,i U g}z’l,cut
|T|  := mesure du triangle T
le] := mesure de l'aréte e
Parametres
K; := tenseur symétrique de diffusion
Ui := viscosité définie sur chaque sous-domaine Q)i =in,ex
€ := épaisseur d'une fissure (tendant vers 0)
Ar := parameétre de stabilisation
T := tenseur des contraintes
I, := matrice identité d’ordre n
tr(I,) := tracedel,
dij := symbole de Kronecker

Opérateurs différentiels

Vu  := gradientdeu
divu := divergence de u
V.1 := divergence du tenseur T
Au := laplacien de u, Au = div(Vu)
1
D(u) := tenseur des vitesses de déformation, D(u) = > (Vu+ Vu') avec Vu' matrice

transposée de Vu
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Espaces fonctionnels, normes et semi-normes

Les espaces fonctionnels et normes suivants sont définis sur un ouvert Q C R? pour une
fonction v mesurable.

D'(Q) := espace des distributions sur ()
dx := mesure de Lebesgue sur R?
o := (&1, - - ,a4) multi-indice dans IN¥
d
ra := ) _a; utilisé pour la définition des espaces de Sobolev
i=1
D* = 0y' -0y avec 9; = o,
H™(Q) = {v € D'(Q) : D*v € L*(Q) pour |a| < m}, m € IN*
H(Q) = {v € H(Q) : v=0 sur BQ}
12(Q)) - {feLZ(Q) : /fdxzo}
HY2(0Q) := {v € L*(00) : Jv € H'(Q), v =g sur BQ}
1/2
[ollma = ID”‘UIde
\zx|§m
1/2
9lm0 = |D”‘v[2dx
\oc|:m
Abréviations
XFEM := eXtended Finite Element Method (en anglais)
NXFEM := Nitsche’s eXtended Finite Element Method (en anglais)
dG := discontinuous Galerkin (en anglais)
d.dl := degrés de liberté
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Introduction générale

Le sujet de ce travail est I'approximation par la méthode NXFEM (Nitsche’s eXten-
ded Finite Element Method) des probléemes d’interface et d'interphase en mécanique des
fluides. Nous proposons d’une part, une méthode numérique de type NXFEM pour une
approximation par éléments finis non-conformes pour prendre en compte l'interface sé-
parant deux fluides. D’autre part, nous nous intéressons a la modélisation asymptotique
puis numérique de problémes d’interphase, faisant apparaitre une couche mince com-
prise entre deux fluides ; de tels problemes ont des applications en biologie cellulaire, par
exemple dans la modélisation du comportement des globules rouges.

Contexte général

Depuis une décennie, les investigations théoriques, expérimentales et numériques sur
les interfaces se sont considérablement intensifiées et accélérées, notamment dans l'in-
dustrie pour la simulation numérique en mécanique des fluides et/ou des solides. Ces
problemes d’interface apparaissent dans de trés nombreuses applications telles que :

— la propagation des ondes et présence de failles (sismique, recherche pétroliére),

— les problemes de rupture et de chocs (aérospatiale),

— la modélisation de 'interface béton-acier et la fissuration du béton (génie civil),

— la déformation des globules rouges dans le sang et 1’écoulement du sang (biologie
cellulaire).

Beaucoup de travaux ont déja été consacrés au traitement des méthodes numériques
efficaces et robustes pour résoudre ce type de probléme, mais trés peu se sont intéressés
au probléme d’interaction fluide-fluide tel que nous l'envisageons dans ce travail. Il est
donc important de situer nos contributions par rapport aux travaux existants que nous
présentons ici.

1. Méthode de maillages adaptés

Cette méthode consiste a faire coincider la singularité avec le maillage, voir Fig. 1(a).
Nous définissons des éléments finis qui nous permettent de bien poser les espaces, et de
résoudre les problémes dans les bonnes conditions. Ces résultats ont été expliqués par
Babuska [9].

15
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2. Méthode VOF

La méthode « Volume Of Fluid » a été introduite par Hirt et Nichols [80] en 1981,
permet de suivre l'interface dans un maillage fixe, utilisant le concept de conservation de
la masse. Cette méthode, concue pour la simulation d’écoulements diphasiques a inter-
face fortement déformées, est basée sur le principe de conservation de la masse. L'idée
fondatrice de cette méthode est d’utiliser une fonction discrete représentant la fraction
volumique d’un des fluides dans chaque volume de contrdle. Cette fonction représente
le volume occupé par le fluide dans une maille de calcul. C’est-a-dire une cellule pleine
d’un fluide a la valeur 0 et une cellule pleine de I'autre fluide a la valeur 1. Si la valeur de
la fraction volumique est comprise entre 0 et 1, cela prouve la présence de l'interface.

3. Méthode Level Set

Cette méthode a été introduite par Osher et al. [102] en 1988. Elle consiste a repé-
rer une interface entre deux milieux par l'introduction de courbes de niveaux. C’est une
technique numérique pour suivre les interfaces mobiles et pour représenter de fagon pra-
tique des fissures 3D, efficace pour la phase de propagation. La résolution d'une équation
de convection permet alors de prédire les mouvements de l'interface pour un champ de
vitesse donné. Cette méthode manipule les changements topologiques naturellement. Sa
mise en oeuvre est aussi directe en 2D qu’en 3D. En outre, le calcul des caractéristiques
géométriques du probléme est particulierement simple et s’effectue a 1’aide du calcul du
gradient de la fonction Level Set [125].

(a) Discontinuité sur le maillage (b) Discontinuité non alignée

Fig. 1 - Position de la discontinuité par rapport au maillage

4. Méthode de partition de 1'unité

La méthode de partition de 1'unité a été introduite par Babuska et Melenk [10] en 1997,
pour construire des fonctions décrivant la singularité tout en respectant les conditions
aux limites. Le principe de cette méthode est d’introduire des fonctions de forme capables
de prendre en compte la singularité que 1’on veut traiter et de les régulariser sur le bord
grace a une fonction, préservant les propriétés des fonctions introduites a l'intérieur du
domaine. IIs ont montré que la méthode, préserve le taux de convergence normal.

5. Méthodes des domaines fictifs

Le concept « fictitious domain method » a été introduit par Saul’ev [120]. Cette mé-
thode consiste a modifier localement le maillage cartésien du domaine fictif afin de prendre
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en compte les conditions aux limites immergées. L'idée de base est de découpler la géo-
métrie du domaine physique d’étude de celle du domaine de calcul. Le domaine phy-
sique est alors immergé dans un domaine plus grand généralement rectangulaire en 2D,
appelé domaine fictif qui deviendra le domaine de calcul. Différentes méthodes ont été
proposées afin de traiter cette question. On peut dégager cing principaux types de mé-
thodes de domaines fictifs : les méthodes de pénalisation, les méthodes utilisant des mul-
tiplicateurs de Lagrange, les méthodes multi-domaines, les méthodes fondées sur des
interpolations, et les méthodes assurant des propriétés de conservation.

6. Méthode de Frontiere Immergée

Le terme Frontiere Immergée (Immersed Boundary Method, notée IBM) a été uti-
lisé pour la premiére fois pour qualifier une méthode développée par Peskin en 1972
cherchant a simuler les écoulements sanguins dans le systéeme circulatoire [104,105]. Le
principe de la méthode est de déplacer la paroi a la vitesse du fluide, et d'imposer faible-
ment un saut dans la contrainte du fluide a travers 'interface. Cette condition est réalisée
en imposant des forces additionnelles dans la formulation fluide au voisinage de la pa-
roi. D’autres méthodes ont étés proposées dans ce cadre. On peut citer les méthodes sui-
vantes : les méthode de la frontiére élargie (Fat boundary method), les méthodes de grilles
cartésiennes (méthodes Cut-Cell). La méthode IBM peut présenter des fuites numériques
du fluide vers le solide (cf. [127]). Elle est dédiée a la modélisation de structures minces.
En effet cela suppose que le mouvement est régi par l'influence du fluide occupant le
domaine. Pour améliorer cette méthode, Leveque et Li [87] ont développé la méthode
d’interface immergée (Immersed Interface Method) dont le but est de résoudre des sys-
temes d’EDP a coefficients discontinus avec des termes sources pouvant étre singuliers.
Ces dernieres années la recherche autour de cette thématique évoluent et s’améliorent
pour des problemes d’interaction fluide-structure, voir [22-26,79].

Les méthodes numériques citées précédemment ne représentent pas de maniere suf-
tisamment précise l'interface. La plupart porte sur l'introduction de fonctions capables
de représenter ce qui se passe au niveau de la discontinuité.

La méthode XFEM est une méthode qui permet d’obtenir une amélioration de cette
précision.

7. Méthode des éléments finis étendue (XFEM)

Le concept XFEM (eXtended Finite Element Method) [96] a été introduit pour tenir
compte des problemes de convergence des éléments finis pres des singularités du do-
maine. Cette méthode est une généralisation de la méthode de la partition de 1'unité, ot
'on s’autorise a enrichir I’'espace éléments finis usuel avec des degrés de liberté supplé-
mentaires et des fonctions singulieres, telles que des fonctions de Heaviside et des solu-
tions asymptotiques. Cette méthode possede des inconvénients comme par exemple le
conditionnement du probléme dégradé, les difficultés d’'inteégration numeérique et elle
ne traite pas les conditions de transmission sur 'interface de contact dans la formulation
variationnelle. Divers travaux autour de cette thématique se multiplient et s’améliorent
ces derniéres années, voir [15,20,52,71].
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8. Méthode NXFEM

La méthode NXFEM (Nitsche’s eXtended Finite Element Method) a été introduite par
Hansbo et Hansbo [75] en 2002 pour suivre de fagon précise la discontinuité ne coincidant
pas avec le maillage. Elle consiste a dédoubler les degrés de liberté sur toutes les cellules
qui sont touchées par l'interface et a recoller les morceaux via une formulation variation-
nelle inspirée de la méthode de Nitsche, voir Fig. 1(b) ; cette derniére a été introduite par
J. Nitsche en 1979 (cf. [100]) dans le but de résoudre le probleme de Dirichlet sans impo-
ser la condition aux limites de maniere forte dans 'espace d’éléments finis, mais d’une
maniere faible dans la formulation variationnelle. Cette méthode est bien étudiée sur des
maillages triangulaires avec des approximations conformes des inconnues, et utilise des
fonctions de base d’éléments finis classiques pour enrichir I'espace d’approximation et
traite les conditions au bord de facon faible dans la formulation variationnelle.

Cette méthode s’est généralisée pour des applications diverses telles que la décompo-
sition de domaines fictifs et avec recouvrement [16,17,76,92,93] et a différentes méthodes
d’éléments finis [94].

L’avantage de NXFEM est I'implémentation plus simple que celle des autres mé-
thodes présentées précédemment. De plus, elle est robuste par rapport aux coefficients
physiques de chaque domaine et par rapport a la position de I'interface.

Motivations et objectifs

Une partie de cette these porte sur le développement de la méthode NXFEM pour des
éléments finis non-conformes. Une autre partie est dédiée a la modélisation asymptotique
puis I'approximation par une méthode de type NXFEM des problemes d’interphase. En-
fin, la derniére partie est consacrée a une possible application physique.

Les éléments finis non-conformes ont été largement utilisés en particulier dans la mé-
canique des solides et la mécanique des fluides, en raison de leur meilleure stabilité par
rapport a celle de la méthode d’éléments finis conformes. L'élément non-conforme le
plus simple sur un maillage triangulaire, connu comme élément P! non-conforme ou él¢-
ment de Crouzeix-Raviart, a été introduit en 1973 par Crouzeix et Raviart [45]. Parmi
les éléments finis non-conformes sur maillage rectangulaire, on peut citer 1'élément Q1
non-conforme de Rannacher et Turek [115], ou celui de Han [74].

Les éléments finis non-conformes ont été introduits pour le probleme de Stokes mais
ils ont aussi été utilisés pour résoudre des problemes elliptiques [84,95,103] ou des pro-
blemes d’élasticité [32,39,62]. Nous renvoyons le lecteur a [42,73,74] et a leurs références
pour plus de détails sur les méthodes non conformes.

Nous nous intéressons a étendre la méthode NXFEM aux éléments finis non-conformes
pour les raisons suivantes :

— 1Is sont inf-sup stables pour les équations de Stokes que nous envisageons d’étu-
dier dans le chapitre 4.

— Ils donnent une approximation robuste pour le modele Giesekus par rapport aux
nombres de Weissenberg élevés [82].

— IIs ne souffrent pas de probleme de verrouillage numérique pour les couches
minces, contrairement aux éléments finis conformes.
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Présentation de la theése

La theése est organisée en trois parties, auxquelles se rajoutent un chapitre introductif
et une annexe.

Le chapitre 1 est consacré a une introduction de la méthode originale NXFEM (Nit-
sche’s Extended Finie Element Method) pour un probleme elliptique d’interface appro-
ché par des éléments finis conformes. Il présente des rappels de notations et de résultats
auxquels on aura recours dans cette theése.

Partie I. Probléme d’interface : extension de la méthode NXFEM aux éléments finis
non-conformes

Dans cette partie, nous étudions le probleme elliptique de type Darcy et celui de
Stokes avec une interface et nous nous intéressons a leurs approximations non-conformes
via la méthode NXFEM. Cette partie est découpée en quatre chapitres.

Le chapitre 2 traite le cas d’un probléme elliptique. Nous rappelons tout d’abord les
éléments finis de Crouzeix-Raviart et leurs propriétés. Puis, nous présentons la difficulté
et les modifications engendrées lorsqu’on étendu la méthode NXFEM aux éléments finis
non-conformes sur une famille de maillages triangulaires. Nous proposons ensuite deux
approches pour pallier cette difficulté : la premiere modifie les fonctions de base sur les
triangles coupés par l'interface, la deuxieme consiste a rajouter des termes de stabilisa-
tion sur les arétes coupées. Nous montrons comment ces approches peuvent servir pour
obtenir les principaux résultats d'interpolation et de consistance : il s’agit d’estimer dans
une norme adéquate 'erreur de consistance et I’erreur d’interpolation. Nous présentons
enfin le lien entre les approches développées et la méthode de Galerkin discontinue. Pour
toutes ces approches, nous montrons qu’elles sont robustes a la fois par rapport aux coef-
ficients de diffusion et a la position de l'interface, et nous montrons aussi que 'ordre de
convergence est optimal.

Le chapitre 3 est consacré aux tests numériques pour valider les résultats prouvés
théoriques au chapitre précédent.

Au chapitre 4, les approches développées en chapitre 2 sont étendues au probleme
de Stokes avec une interface. Ce chapitre traite deux approches basées sur la méthode
NXFEM, avec des éléments finis P! non-conformes pour la vitesse et P° pour la pression.
L’objectif est de construire des formulations variationnelles bien posées, stables et conver-
geant de maniere optimale. Nous montrons que la condition inf-sup de Babuska-Brezzi,
utilisant la modification des fonctions de base, est satisfaite sans rajouter de termes de
stabilisation. Cependant, la condition inf-sup avec la deuxiéme approche nécessite des
termes de stabilisation sur les arétes coupées, qui sont similaires & ceux de la méthode
de Galerkin discontinue. Pour ces deux approches, nous établissons un ordre de conver-
gence optimal.

La partie s’achéve avec le chapitre 5, o1 les applications des résultats du chapitre 4
aux différents probléemes physiques sont présentées. Les résultats obtenus par la premieére
approche sont comparés et validés pour des exemples représentatifs.

Partie II. Probleme d’interphase : modélisation asymptotique et approximation par
NXFEM

Le chapitre 6 est essentiellement de nature bibliographique. Dans ce chapitre, nous
présentons des problemes modeles types, tels que le probléeme de Darcy et les équations
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de Stokes dans trois domaines dont une couche mince, qui seront utiles pour les chapitres
7 et 8.

Dans le chapitre 7, nous présentons d’abord la formulation variationnelle associée
au probleme elliptique de type Darcy, dans un domaine contenant une fracture. Puis,
nous nous intéressons a un modéle asymptotique obtenu lorsque 'épaisseur de la frac-
ture tend vers 0. Nous développons ensuite une méthode numérique basée sur NXFEM
et utilisant des éléments finis conformes pour le probleme aux limites correspondant au
modele asymptotique, décrit par des conditions de transmission non-standard sur une
interface. Nous montrons que cette méthode est consistante et stable ; numériquement,
nous obtenons un ordre de convergence optimal. Des tests numériques, incluant une
comparaison avec la littérature, sont enfin présentés.

Au chapitre 8, I'approche asymptotique développée au chapitre 7 est étendue au pro-
bleme de Stokes dans trois domaines. Nous écrivons la formulation variationnelle mixte
et nous démontrons qu’elle satisfait la condition inf-sup de Babuska-Brezzi. Puis, nous
justifions 1’obtention du probleme aux limites en utilisant les convergences qui entrent
dans le cadre précédent. Pour finir, nous présenterons les pistes de recherche que nous
envisageons a développer dans la suite.

Partie III. Modélisation d’'une membrane par un fluide non-newtonien

Cette partie est dédiée au volet physique de la these qui englobe le comportement des
globules rouges dans le sang. Elle est découpée en deux chapitres.

Le chapitre 9 est essentiellement de nature bibliographique. Dans ce chapitre, nous
nous intéressons aux relations entre le comportement mécanique des globules rouges et
I’écoulement sanguin, cela revient a appréhender ’hémodynamique et la rhéologie du
sang a travers le comportement mécanique des globules rouges. Pour cela, nous avons
choisi le modele rhéologique viscoélastique non-newtonien et non-linéaire de Giesekus
pour modéliser le comportement de la membrane cellulaire.

Le chapitre 10 porte sur la modélisation de la membrane par un fluide non-newtonien.
Nous définissons d’abord le probleme d’interphase composé de deux fluides newtoniens
et un liquide non-newtoniens de Giesekus. Puis, nous écrivons formellement la formula-
tion faible associée a notre probleme physique. Nous utilisons ensuite ’approche asymp-
totique et les changements de variable pour présenter le probléme variationnel. Apres le
passage formel a la limite, nous exposons finalement le probleme avec des conditions de
transmission non-standard sur l'interface modélisant la membrane.

Dans la conclusion, nous résumons brievement les résultats obtenus et nous présen-
tons quelques perspectives a ce travail.

Enfin, ce travail se termine par une annexe ot nous rappelons certains résultats utili-
sés.



Chapitre

Méthode NXFEM pour éléments finis
conformes

Le but de ce premier chapitre introductif est de présenter la méthode originale dé-
veloppée par A. et P. Hansbo [75]. Tout d’abord, nous présentons les notations mises en
jeu pour décrire la formulation variationnelle. Ensuite, nous rappelons les hypothéses et
quelques résultats connus sur des maillages triangulaires.

Sommaire
1.1 Notations spécifiques . . ... ... ... ... . .. 21
1.2 Présentation de la méthode originale . . .. ... ............. 24
1.3 Formulationrobuste . . . ... ... ... ... ... ... ... .. .. .. 28

1.1 Notations spécifiques

Nous considérons tout au long de ce chapitre un ouvert ) borné de IR?, avec 9Q) fron-

tiere polygonale et une interface T' := Q" N Q" divisant O en deux domaines ouverts
disjoints Q" et O, QO = Q" U Q¥ UT,

Soit (7y) ;- une famille réguliere de triangulations de Q) dont les éléments du maillage
sont des triangles notés T. On désigne par hr le diametre d'un triangle T, pr le diametre
du cercle inscrit dans T et on pose h = rTréa%h( hr. Pour (7Tj);,~, une famille réguliére non

dégénérée (au sens de Ciarlet [42]), il existe une constante ¢ > 0 telle que :

VT €Ty, h—T<c.

Pt
Nous définissons pour i = in, ex :
— Ti={TeTy: TNQ #?},
— U”t’i ={TeT,:TcCQ},
— T :={TeT,: TNT # D},
— 7;” ={TnQ": TeTl}
— &j 'ensemble des arétes du maillage 7,
— &} I'ensemble des arétes du maillage 7/,
— &}}° 'ensemble des arétes non - coupées du maillage 7y,

21
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i A o i
— & I'ensemble des segments d’arétes coupées inclus dans (',
— &7 I'ensemble des segments d’arétes coupées situées sur le bord 9(Y/,
— £ 2’1 I’ensemble des arétes situées sur le bord 0Q N oQY,

9 ._ co,in 9,ex
— & =5"uE", . |
— 5;1”t’1 ’ensemble des arétes intérieures a ()’ du maillage 7/,
— & = Eug MU 52’1, i =in, ex,
— (), sous-domaine enrichi au niveau des triangles coupés ;

Q) = U T
TeTint,iuTi,cuf
h h

Nous considérons les hypotheses suivantes sur la discontinuité :

(Hy) Pour chaque triangle T coupé, I'r coupe le bord 9T distinctement et exactement
deux fois, et dont au plus une fois chaque aréte (ex : Fig. 1.1 interdite).

Fig. 1.1 - Situation interdite

(Hz) Pour tout élément T € T,F, on note I'r := T' N T et I'r, le segment reliant les
points d’intersection entre I' et dT. On admet que (voir Fig. 1.2) :

Trp={(G n):0<¢<|Ttul, n=0},
Ir={(Cn):0<s<|Trul, n=7(3)},

ou r désigne la courbure de I et est supposée bornée.

I

g £

Fig. 1.2 — Géométrie et coordonnées locales de I'r et I'tj, dans T € 7?

Sur une aréte donnée e € &, on choisit une fois pour toutes la normale unitaire 7, et
on convient de noter les triangles adjacents T', T" de sorte que 7, soit orientée de T vers
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T".Sie € 5}?, 1, est la normale extérieure. Pour toute fonction ¢ continue dans T et T",
on note pour x € e :

¢ (x) = lim ¢ (x+en,), ¢ (x) = Lim ¢ (x —en,).

e—071 e—01

Fig. 1.3 — Deux triangles partageant une aréte intérieure

On définit alors le saut [-] et la moyenne pondérée {-} de p sure € £ UEY (i = in, ex)
par les relations suivantes :

P — ¢ si ec &l K¢ +rlpl sioec Eli’c“t,
[p]° = {p}=1 L@ +¢) si ecg,
¢ si ec &, ¢ si e€é&?

ou les poids «” et «! seront définis ultérieurement. Ils vérifient ” +x' =1, 0< " <1
et0 <« <1.

Sur l'interface I', on choisit la normale unitaire nr orientée de ()" vers Q)*. On note
pour x € I et ¢ une fonction continue dans ()" et dans %%,

<pi” (x) = lim ¢ (x+enr), ¢ (x)= lim ¢ (x —enr).

e—07" e—=07"
On définit le saut et les moyennes pondérées de ¢ sur I par les relations suivantes :
r ,
(9] =¢" -
{¢}F _ kexcpex + kin(Pin
{¢}T _ kin(Pex + kex¢in

avec les poids k** et kin qui seront définis ultérieurement tels que k* + kin =1,0 < k** < 1
et 0 < k" < 1. Nous avons

m _ {(P}F kex[ ] ex _ {(P}r km[ ] (1.1)

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on omettra les exposants e et I' dans le saut
et la moyenne.

11 est utile de rappeler la formule :

[ab] = {a}[b] + [a]{b}. (1.2)
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On notera par la suite la projection L?(w) - orthogonale d'une fonction ¢ € L?(w) sur
I'espace polynomial P¥ (k € N) par 7.
Nous rappelons I'inégalité de Young :

€ 2 1 2
ﬂb a + b , &> 0 ( 3)

1.2 Présentation de la méthode originale

Dans cette section, nous considérons un probleme modéle modélisant par exemple
I’écoulement dans deux milieux poreux ()" et ()** séparés par une surface de contact I
(voir par exemple [75] comme illustré dans Fig. 1.4).

Q@CC

o052

9

Fig. 1.4 — Exemple de géométrie considérée

Le probleme que 1’on souhaite résoudre est le suivant :

—div (uVu) = f dans Q" UQF,
u =0 surd),
u] =0 surl,
(uVau] =g surT

(1.4)

ol y est un coefficient discontinu et strictement positif, supposé ici constant par sous-
domaine : u = p;, dans Q" et u = p,, dans Q. On suppose que f € L2(Q) et que
g€ L¥T).

Afin de simplifier la présentation, on considerera par la suite des condition aux li-
mites homogenes de Dirichlet, mais d’autres choix sont possibles (i.e on peut prendre
des conditions de Dirichlet u = gp sur I'p et des conditions de Neumann uV,u = gy sur
I'n). ‘

On notera désormais u|qin = u™ et u|qex = u*. Il est bien connu que le probléeme (1.4)
admet une unique solution dans H'(Q) (voir [40]), qui vérifie la formulation variation-
nelle faible : trouver u € H}(Q) tel que

(nVu,Vo)o = (f,0)q+ (8 0)r, Vo € Hy(Q2) (15)

ott pour un domaine w = Qouw =T, (-, -),, désigne le produit scalaire de L?(w) (voir
annexe A.2).
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Nous présentons dans la suite la méthode NXFEM (Nitsche’s eXtended Finite Ele-
ment Method) qui permet le traitement de discontinuités le long d"une interface sur un
maillage fixe, qui ne suit pas l'interface.

NXFEM est un mot composé, le premier concerne la méthode de Nitsche et le deuxieme
la méthode des éléments finis étendus (XFEM). Cette derniere a été introduite en 1999 par
Dolbow, Moes et Belytschko [52], afin de traiter des maillages indépendants des fissures
et d’analyser des problemes ayant des discontinuités, des singularités, des déformations
locales et des géométries complexes. XFEM est basée sur la propriété de partition de
I"unité qui autorise I'ajout de fonctions d’enrichissement dans la formulation, permettant
de représenter les discontinuités et les singularités aux extrémités des fissures.

L'idée de la méthode NXFEM, introduite en 2002 par A. Hansbo et P. Hansbo [75],
est de doubler les degrés de liberté sur toutes les cellules qui sont coupées par l'interface
et de recoller les morceaux via une formulation variationnelle inspirée de la méthode de
Nitsche; cette derniere a été introduite par J. Nitsche en 1979 (cf. [100]) dans le but de
résoudre le probleme de Dirichlet sans imposer la condition aux limites de maniére forte
dans 'espace d’éléments finis, mais d’une maniere faible dans la formulation variation-
nelle.

Dans la suite nous utiliserons la méthode NXFEM. Cette méthode utilise des fonc-
tions de base d’éléments finis classiques pour enrichir 1’espace d’approximation et traite
les conditions au bord de facon faible dans la formulation variationnelle. Cependant,
la méthode XFEM utilise comme fonctions de base des fonctions singuliéres (de Hea-
viside) et des degrés de liberté supplémentaires. L'implémentation de NXFEM est ainsi
plus simple que celle de XFEM.

~On considére I'espace d’approximation par éléments finis P! - conformes, noté W, =
W x Wi* (ct. [75]) tel que

Wi ={¢' € H(O}): (¢)lr € PU(T), VT € Ty, (¢)lon =0}, i =in,ex.

La Figure 1.5 illustre 'espace produit : W/" est associé a la couleur verte, et I’espace
W;* est représenté par la couleur bleue. On peut remarquer que les degrés de liberté sont
doublés sur les cellules coupées par l'interface I' et que le domaine (), est plus grand que
le domaine initial €)'

5 (77) a5 (7¢7)

Q;'lﬂ (771:!) o' (771;”

Fig. 1.5 — Espace produit W}, : dédoublement de degrés de liberté

En dimension 1, I'espace d’approximation W), est illustrée par la figue Fig. 1.6.
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in in
vp € Wh

Qex
in ]

qin (7in
Tin zh (771 )
h

ex (Tex

Tex . Qh_( h_)
h

Fig. 1.6 — Espace produit W, en 1D : dédoublement de degrés de liberté

Introduisons la forme bilinéaire suivante sur Wj, :

ap(uy, vp) = / uNVuy - Vo, dx — /{yvnuh}[vh]ds
QinyQex T

—/{anvh}[“h]ds+7\ ), //\T[“h][vh]dS,
T

TeT, 1p

ou A > 0 désigne un parametre de stabilisation indépendant des coefficients de diffusion
et de la géométrie du maillage, et At est un parametre que 1’on précisera dans la suite.
On introduit également la forme linéaire I(-) sur Wy, :

H(on) = [ foudx+ [ g{on}ds.
(@) T

La méthode NXFEM consiste alors a chercher u;, € W), tel que
ah(uh,vh) = Z(Uh), Yo, € W (1.6)

Nous introduisons les semi-normes et normes suivantes :

uliy = X IVullge,  lluli:= Y1 Iu'?Vullq,
i=in,ex i=in,ex
HMH%/Z,h,F =) hit|lu %,rTr H“HZA/z,h,r =Y hrlu (2),rT
TeT,f TeTt
et

[ell 2 o= Nulli + IV ut 2 12 + 1 ] 1321, (1.7)

Il est utile de rappeler I'inégalité suivante sur l'interface I':
(u,0)p < [lull-1/znrlloll/2nr (1.8)

ot (-, -)r représente le produit scalaire de L*(T).

En 2002, A. Hansbo et P. Hansbo ont proposé dans [75] la méthode NXFEM pour des
maillages triangulaires pour une approximation P! -conforme par sous-domaine du pro-
bleme elliptique (1.4). IIs ont prouvé 'existence et 1'unicité de la solution du probleme
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variationnel (1.6), I’ordre de convergence optimal par rapport a la norme ||| - ||| et la ro-
bustesse par rapport a la géométrie du maillage coupé par l'interface ( voir Fig. 1.7), avec
les coefficients de pondération définis comme suit :

. max(ﬂinr Vex)
T’ T’ ht

>
R
|

(1.9)

Fig. 1.7 — Triangle coupé

Nous rappelons ici les principaux résultats de la méthode NXFEM originale. Pour
plus de détails, on renvoie a [75]. On admet dans la suite que (1, u®*) € H?(Q™") x
HZ(Q”) ; Cest le cas, par exemple, si () est convexe.

Lemme 1.2.1. Pour A suffisamment grand, il existe deux constantes C; > 0 et Co > 0 telles que
an (un,un) > Calllunl| P, Yy, € Wy, (1.10)
lan (up,on) | < Colllunllonlll, Vun, o4 € Wi (1.11)

Comme conséquence directe de ce lemme, le probleme (1.6) vérifie les conditions du
théoréme de Lax-Milgram. Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1.2.1. Pour A suffisamment grand, le probleme (1.6) admet une unique solution..

Lemme 1.2.2. (Consistance) Soient u la solution du probleme (1.4) et uy, la solution de la formu-
lation variationnelle (1.6). Alors, on a

ap(u,v,) = 1(vy), Yo, € Wy

Avec pour conséquence directe de ce lemme :

Lemme 1.2.3. (Orthogonalité de Galerkin) Soient u la solution du probléeme (1.4) et uy, la solution
de la formulation variationnelle (1.6). Pour tout v, € Wy, nous avons
ap(u —up,vp) = 0.

Nous avons le résultat suivant qui donne une estimation a priori de I’erreur.
Théoréme 1.2.2. Supposons que u solution du probleme (1.4) vérifie (u™,u®*) € H?(Q™") x
H?(Q). Soit uy, la solution du probléme variationnel (1.6). Alors nous avons

[l = unl[| < Chfulp qeuom
et
2
[l = upllo,qeuain < CH[ufo qeuqin,
ot C > 0 est une constante indépendante de h.

Pour conclure, la méthode présentée dans [75] est uniquement robuste par rapport
aux coefficients de diffusion y;, et p.r. Cependant, il existe des formulations robustes a la
fois par rapport a la géométrie de l'interface et par rapport aux parametres de diffusion ;
c’est I'objet de la section suivante.
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1.3 Formulation robuste

D’autres formulations robustes de NXFEM sont apparues par la suite, soit en utilisant
des mailles supplémentaires (voir la résolution dans un domaine fictif [17,76]), soit en
introduisant des termes de stabilisation [34]. En 2012, R. Becker et al. (cf. [12]) ont utilisé
les coefficients suivants pour définir les moyenne pondérées :

i — el T e KT (1.12)
Pex | T | 4 pip | To*| Pex| T | + phin| T|

Ils ont démontré que le probléme variationnel (1.6) admet une solution unique et ont
établit la stabilité uniforme pour la norme :

el 2 o= Nluellz + X Azl (] 5, (1.13)
TeT,!
avec At le parametre de stabilisation donné par :
; r
Ap = Hintter| L1l (1.14)

e Hin| T| + phex| T

La méthode NXFEM est ainsi robuste a la fois par rapport a la géométrie du maillage
coupé par l'interface et par rapport aux parametres de diffusion. Cette méthode coincide
alors sur des maillages correspondant a l'interface avec la méthode de Galerkin discon-
tinue avec pondération harmonique proposée dans [53]; I'expression des poids coincide
donc avec celle ou1 I'interface suit les maillages.

C. Annavarapu et al. [6] ont proposé les mémes coefficients que dans [12] pour définir
la moyenne pondérée. Désormais, nous utiliserons ceux-ci; un autre choix est proposé
dans [76].

Dans les chapitres suivants, nous avons besoin de I'inégalité inverse suivante :

Lemme 1.3.1. Soit T € T,' tel que |T'| = a;rh% et |T't| = ~yrhr pour i = in, ex. Pour toute
fonction vy, € PY(T), nous avons

hr||Vaoy

YT
b < IIVoullg e (1.15)
i, T

Démonstration. Rappelons que T := TN () et T'r := I'N T. Comme V,v;, est constant
sur T, on a

I'r
bl = hrlrl| Vo = hr 2V
En utilisant |T| = a;Th% et |I't| = yrhr, on obtient
T
e[V, < Vol

&iT ’
|
Remarque 1.3.1. Si «; 1 et 7 sont bornés, alors les normes ||| - ||| et || - ||« sont équivalentes sur

les espaces d’éléments finis P! (conformes ou non-conformes).

Nous rappelons aussi les inégalités de trace (cf. [76]) dont nous aurons besoin pour
prouver des résultats d’approximation.
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Lemme 1.3.2. Pour tout T € Ty, il existe une constante C > 0 telle que

e elors < ¢ (W7 ellor + lehr), vE€HNT), TeTT, (1.16)

el ™2glloe < € (h7'liellor +Ielur) V& € HU(T), ecal.  (117)

Démonstration. On utilise le Lemme 3 de [75] et 'argument de "scaling" pour démontrer
la premiere inégalité de trace (1.16). La deuxieme vient du théoréme de trace standard,
voir par exemple le Théoreme 1.6.6 de Brenner [31]. |

Nous nous intéressons dans la suite a généraliser la méthode NXFEM au cas des élé-
ments finis non-conformes.
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PARTIE |

PROBLEME D’INTERFACE : EXTENSION DE LA
METHODE NXFEM AUX ELEMENTS FINIS
NON-CONFORMES

Cette partie est découpée en quatre chapitres. Le premier chapitre concerne le déve-
loppement de la méthode NXFEM pour un probléme elliptique approché par des élé-
ments finis non-conformes. Nous avons proposé deux variantes pour estimer 'erreur
d’interpolation et de consistance sur les arétes coupées par l'interface. Le deuxiéme cha-
pitre est dédié a la validation des résultats théoriques du premier chapitre. Le troisieme
chapitre est consacré a I’extension de cette méthode au probléeme de Stokes. Le quatriéme
chapitre concerne les applications numériques pour le probleme de Stokes.






Chapitre

Approximation P! non-conforme d’un
probleme modele elliptique

Nous présentons dans ce chapitre deux approches pour résoudre le probléme de type
Darcy par la méthode NXFEM a l'aide d"une approximation par des éléments finis P!
- non-conformes. La premiere approche consiste a construire de nouvelles fonctions de
base sur les triangles coupés par l'interface I', tout en conservant les fonctions de forme
classiques de Crouzeix-Raviart sur les triangles non-coupés. La deuxiéme consiste a ra-
jouter des termes de stabilisation sur les arétes coupées par l'interface I', en conservant
l'espace usuel des éléments finis P! - non-conformes de Crouzeix-Raviart. Nous nous
intéressons ensuite a I’estimation d’erreur a priori commise par ces deux approches. En-
fin, nous nous intéressons a la relation entre les deux approches proposées lorsque les
parametres de stabilisation de la deuxiéme méthode tendent vers 'infini.
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2.1 Approximation P! non-conforme

On rappelle d’abord quelques outils de base sur les éléments finis de Crouzeix-Raviart.
Ensuite, on présente la difficulté liée a 1’extension de la méthode NXFEM aux éléments
finis non-conformes.

2.1.1 Rappel de quelques outils de base

Soit T = (A1A2A3) un triangle de R? dont les arétes A, A3, AjAs et A1 A, sont notées
respectivement eq, e; et e3. Pourv € H 1 (T), on introduit comme degrés de liberté (D.d.1.)
les valeurs moyennes de v sur chaque aréte (voir Fig. 2.1) :

1
oi(v) = w/vds, i=1,2,3
1
€i

b
¢
Fig. 21 — D.dl. de l'élément

fini non-conforme de Crouzeix-
Raviart

et on pose & = {01,07,03}. 1l est alors bien connu (cf. [45]) que le triplet {T, P!, %} est
un élément fini, appelé élément fini de Crouzeix-Raviart. Les fonctions de forme sont
définies par :
@i(x) =1-2A(x), 1<i<3, (2.1)
avec {A;}, ;-5 les coordonnées barycentriques associées aux nceuds A;.
L'opérateur d’interpolation locale It de Crouzeix-Raviart est défini de H!(T) a va-
leurs dans P! par:

3
ITU = Z (%} (U) @;.
i=1

C’est un opérateur linéaire continu de H'(T) dans H'(T), grace au théoréme de trace,
mais aussi de H2(T) dans H'(T) grace a l'injection continue de Sobolev H(T) C C%(T).
L'espace d’ éléments finis de Crouzeix-Raviart qui approche H} (Q) est défini par :

Vi(Q) = v, € L2(Q); vy|r € PI(T), VT € 7;/ (o] ds = 0, Ve € &,
e
et il est bien connu que V,(Q) ¢ H'(Q). En effet, on impose uniquement la continuité au
sens faible de vy, sur e € &,.
L'opérateur d’interpolation globale I, est défini de H'(Q) a valeurs dans V;,(Q) par

restriction,
(Iyo)|r = Ito, VT € Ty.

1l satisfait les estimations d’interpolation suivantes, pour v € H2(Q) :

|0 — Lolloa < ch*|v]pa,
v — Iv|1a < ch|v|0.
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Nous rappelons ici une inégalité de type Poincaré-Friedrichs (cf. [30]) utilisée dans la
méthode d’éléments finis non-conformes et aussi dans la méthode de Galerkin disconti-
nue.

Lemme 2.1.1. Soit D un sous-domaine de 9Q). Alors, il existe une constante C > 0 telle que

2 2
1
230 < C Sy & o | e | +{ [aas) |, 2)
ec&int ° D
pour tout & € HY(T), VT € Ty,
Par conséquent, pour tout & € V;,(Q) ona

1&]lo,0 < CI& |1 (2.3)

Nous rappelons aussi un outil de base pour estimer l’erreur a priori dans le cas non -
conforme ot V;,(Q) € V(Q), le lemme de Strang (cf. [42] par exemple).

Lemme 2.1.2. Soit u € V(Q) la solution du probleme variationnel : B (u,v) = b(v), Vv €
V(Q) et uy, € V,,(Q) la solution de la formulation discrete : B(uy,, vy) = b(vy,), Vo, € V,(Q).
Si B(-, -) est continue et coercive sur V},(Q), alors il existe une constante C > 0 telle que

B - 7
Ju—uyl| <C|[ inf |u—oyl|+ sup |B(u — up, wp)|
nEVn w0hEVy(Q) [|on |

oil || - || est la norme sur V(Q) + V;,(Q).

L’erreur se décompose ainsi en deux parties. Le premier infimum est 'erreur d’in-
terpolation. Le second terme est induit par la non-conformité de la méthode, c’est-a-dire
par le fait que I'espace d’approximation construit V;,(€) n’est pas inclus dans 1’espace
original V(Q}), et correspond a l’erreur de consistance.

Pour majorer l'erreur de consistance, nous utiliserons les inégalités de trace suivantes
(voir par exemple [31,126]) :

Lemme 2.1.3. II existe une constante C > 0 telle que

e[| [E]I5. < C Y hylelir,  Ve€ &, VE € Vi(Te), (2.4)
TeT,
Yo lelll €13, < CHE)q, V& € V,(Q) (2.5)

ec&,
oit T, est I'ensemble des triangles contenant I'aréte e.
Démonstration. Pour tout v, € V;,(7:) et pour toute € E™, {e} = T"NT', ona
Ionllloe = llTon = 7oonllloe < [[(on = 7goi) [ lloe + [ (on = 750n) |7t llose,

d’ou

1
VWWMWSM¢MOWV%&MMW+Ww—ﬂ%M%Q-
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En utilisant 1'inégalité de trace (1.17), il vient que

Vlelllfos]

1 T T
0 < Cle] <hT||Uh — 1wy vopllorr + o0 — 7T vpla, 1

1
+ g llon = 7 oullom + fon = ehouly )

al’aide des propriétés de I'opérateur de projection, nous avons

V9elllfos]

par sommation sur l’'ensemble des triangles 7, contenant 1’aréte ¢ on démontre la pre-
miere inégalité du Lemme dans le cas oit e € E™. Le cas e € & se traite de maniere
similaire.

Pour démontrer la deuxiéme inégalité, il suffit de sommer sur toutes les arétes ¢ € &j,.
[

< L1+ |on

0e < Clel (o 11t) < Chr (Joul,r + lonly )

2.1.2 Difficultés liées a I'utilisation de la méthode NXFEM

Ons’intéresse ici a 'extension de la méthode NXFEM aux éléments finis non-conformes
et aux modifications que cela engendre. Revenons donc au probléeme variationnel (1.6),
ot I'on remplace 1'espace d’approximation W, par I'espace produit V;, = V;* x V¥ avec

V,j =<, € LZ(QZ); ol € Pl(T), VT € T/, / [op] ds =0, Ve € 5,2 , 1=1in, ex.
e

Nous pouvons établir 1'existence et 1'unicité de la solution du nouveau probléme va-
riationnel grace au lemme de Lax-Milgram.

Cependant, l'erreur de consistance n’est pas majorée de maniere optimale si nous
définissons les opérateurs d’interpolation de la méme maniere que dans le cas conforme
présenté dans [75]. C’est-a-dire, si nous utilisons :

— l'opérateur d’extension (cf. [47]) E' : H?(QY') — H2(Q),i = in, ex tel que

Evlg =0, [|[E0|,o < Cllollyr Vo€ H(QY), s=0,1,2.  (26)
— l'opérateur d’interpolation I;; défini par
o= ([;"™", [Fv™) ou [}'v:= (Ih]:”ivi)\ﬂi1

et ou1 I, est ici 'opérateur d’interpolation non-conforme sur Q).
Alors, le Théoreme 2 de [75] qui correspond a notre Théoreme 2.2.1, page 53 et qui
concerne l'erreur d’interpolation, est satisfait lors d’une approximation par des éléments
finis non-conformes, mais

/I,fivi ds + /vi ds, Ve € Ei’cut, i=in, ex.
e e

Par conséquent, I'égalité

/I;:vds = /vds, Ve € & (2.7)
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n’est pas satisfaite dans le cas non-conforme. Aussi, on ne peut pas majorer les termes de

non-conformité :
Y ) /]/t,-Vnui [vﬂ ds.

=1 i, cut *
i m,exeeg}llm P

Pour remédier a ce probleme, nous proposons dans la suite deux approches.

La premiere est dédiée a la modification des fonctions de base sur les arétes des tri-
angles coupés par l'interface I', de sorte que (2.7) soit satisfaite. L'erreur de consistance
est alors majorée de maniere immédiate et il reste a majorer 'erreur d’interpolation sur
le nouvel espace.

La deuxieme approche consiste a rajouter des termes de stabilisation dans la forme bi-
linéaire ay, (-, -), similaires a ceux de la méthode de Galerkin discontinue mais prenant en
compte la géométrie des triangles coupés, tout en conservant ’espace d’approximation
Vj,. La formulation devient consistante et il s’agit, la encore, de majorer 1’erreur d’inter-
polation, en particulier les nouveaux termes induits dans la norme.

2.2 Premiere approche : modification des éléments finis non-conformes

Nous nous intéressons a construire de nouvelles fonctions de base sur les triangles
T € T,' coupés par l'interface I'. L'idée est d’associer les degrés de liberté aux segments
d’arétes coupées dans chaque sous-domaine, et non aux arétes entieres.

Modification sur les triangles coupés

Pour simplifier la présentation, on suppose dans ce paragraphe que T- = T'" est la
partie quadrilatérale de T € 7,F et que T> = T est celle triangulaire.
Soit un triangle T := (ABC) coupé par I' aux points M € (AC) et N € (BC). On pose

AM BN
||AC]|:[X’ ‘|BC||:ﬁ’ O<a<letO<pB<l

La Figure 2.2 illustre la stratégie utilisée pour déterminer ces nouvelles fonctions de
base, et aussi pour construire notre espace d’approximation.

Fig. 2.2 - Géométrie du triangle (ABC) coupé par I

Notons les nouvelles fonctions ((ﬁ}”)ggg (respectivement (¢7*)1<j<3) associées aux
arétes ei” =AM, eé” = BN et eé” = ABde T" = TN Q" (respectivement ef* = CM, e5* =
CN et e§® = AB de T = T N Q).
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Dans un premier temps, nous nous intéressons a déterminer le triplet de fonctions
linéaires (@;", @3, pi") sur T tel que :

/¢M@_fqu V1<), 1<3 (2.8)

ou 4; est le symbole de Kronecker.
On rappelle que (¢;)1<i<3 dénotent les fonctions usuelles de Crouzeix-Raviart sur T,
données dans (2.1) et qu’elles engendrent 1’espace P.
On décompose ¢/ € P}(T) dans labase B = {¢;}1<j<3:
, 3
o' =Y aie
=1

avec af? (1 <i,1 < 3) des nombres réels a déterminer.
En injectant cette expression dans (2.8), nous avons le systéme linéaire suivant pour
chaquei:

1<j<3.

On calcule les intégrales par la formule d’intégration au point milieu. Pour cela, nous
avons besoin des valeurs de ¢1, ¢ et ¢3 aux points milieux M, et N; des arétes e]' = AM
et ey’ = BN, de coordonnées :

_x 4 _B _B
M1_2C—|—(1 2>A, N1—2C+<1 2>B.
On obtient grace a (2.1) :

Pour i = 1, on obtient

afi91(N1) + apz92(N1) = 0, (2.9)
a3 = 0.

{aiﬁ(pl(Ml)Jrai’i(pz(Ml) = 1,

Apres calculs, il vient que

i _ ¢2(N1) ain —¢1(N1)
1 g (M1)ga(N1) — oi(ND) g2 (M) 7 91(Ma) @a(N1) — @1(N1)ga (M)
ce qui nous donne la fonction de base ¢!".

Nous utilisons la méme démarche pour déterminer @, et ¢." et nous obtenons fina-
lement :

~in __ 1 1—’B

= 1—(1—0{)(1—5)901—'—1_(1_“)(1_5)902' (2.10)
~in _ 1—uw 1

P27 = 1—(1—0{)(1—[3)¢1+1_(1_@(1_@4)2' (2.11)
~in —(1—a)(2— .B) . (2—a)(1- ,3) (2.12)

L [ A B e [ A G
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Pour déterminer les fonctions ¢/* associées a T*, il suffit de remplacer « —let f —1
respectivement par « et § dans (2.10), (2.11) et (2.12). Ce qui nous donne :

~ex  __ 1 o :B

1= 7Z ap P17 e 92, (2.13)
~ox x 1

¢y = —1_“5¢1+1_a5(pz, (2.14)
~ex _ “(1_;8) 13(1_“)

Q3 = 1—ap Q1+ 1—ap Q2 + @3- (2.15)

Remarque 2.2.1. Il est important de noter que les nouvelles fonctions de base dépendent unique-
ment de la position des points d’intersection M, N de l'interface I avec le triangle T et pas de la
courbure de T

Proposition 2.2.1. Le triplet de fonctions (¢i", g3, i) (respectivement (9%, p5*, ¢5*)) est
une base de P1(T).

Démonstration. Le déterminant de (¢{", $,", $i") dans la base B = (91, @2, ¢2) vaut

~in ~in -<in — 1
det((/)l,q)zr(% )B_l—(l—lx)(l—ﬁ) #0,

on en déduit donc que (@i", ¢5", pi") est un systeme libre, et par conséquent une base

de P!. De méme, on a
oy ~pr ~ 1
det (¢7%, 957, ¢35 ) = T—ap # 0.

Remarque 2.2.2. Les fonctions {¢f*}i—123 et {¢/"}i123 vérifient la méme relation que les
fonctions de base de Crouzeix-Raviart :

P+ P+ o =+ + P =g+t ps =1

On en déduit que le triplet (T, P!, /") est un élément fini, ott =" est I'ensemble des
degrés de liberté définis dans (2.8). De méme pour (T, P!, ¢) .

Il est utile par la suite d’estimer la semi-norme H 1 ainsi que la norme L2 des nouvelles
fonctions de base.

Proposition 2.2.2. Pour tout T' = T N Y, il existe une constante C > 0 indépendante de la

géomeétrie de T telle que les fonctions de base (@', ¢%, %)i:m oy Verifient
3
- C Tex
3175 e < gy [,
=1 —af |T|

e

. c ITin|
o in S .
9 S T a g\ T

Démonstration. Il suffit de montrer la propriété pour i = ex; nous en déduisons l'autre
en remplacant « et § respectivement par & — 1 et  — 1. Comme V ¢; est constant, alors

]

Il
—_

- |Tex| |
\%e'xh,T“: W’%g‘x\li-
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En utilisant (2.13), (2.14), (2.15) et ¢3 = 1 — @1 — ¢2, nous avons donc

Z|€0ex|1Tex—‘ ! ¢1— P P2 +' o1+ ! ®2
\fo ] —ap 1—ap™ [ ; |1—ap L—af™ | ¢
+ IX_1§01+'3_1(P2
1—ap T—ap™ i1

Comme 0 <a<1,0<p<1let|piir <c onobtient

e 1 B « 1 1—ua 1-p
[’Y<
\Texz“” T C<1—ucﬁ+1—u¢ﬁ+1—u¢ﬁ+1—u¢ﬁ+1—txﬁ+l—txﬁ>

< .
~1—-ap

Par conséquent,

23: - C ||Te|
R T

Par passage a I’élément de référence, on majore aussi la norme L? :
Proposition 2.2.3. I existe une constante C > 0 indépendante de la géométrie de T telle que les
fonctions (@', ¢, (ﬁé)i:m’ . Vérifient
Cy/|Te¥|
Z 1§55 lo,7ex < | (2.16)

- 1-ap _1—a[3

- CV/ITm] Chr
Lol < —a—gn—p *T-a-wa-p ¢

Démonstration. Il suffit de démontrer la propriété pour i = ex et on en déduit 'autre
en remplacant « et  respectivement par « — 1 et  — 1. En utilisant (2.13), (2.14), (2.15) et
@3 =1 — @1 — @2, nous avons

iH(ﬁ?"HOTn:H ! P1— B $2 +H g+ ! ¢2
= U 1—ap L—aB ™ ||g e 1—ap T—af ™o rer
x—1 n p—1
I—ap SR ap & o1e

Comme 0 < a < 1,0 < B <1, on obtient

l+a+1—a 1+B8+1-p
Z H(P]exHo Ter < WH%HQT“ + ﬁ\!(pzllo Tex

2

< ex ex ) .
< 1_0(’B(H(P1H0,T + || @2llo,rex)
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Par passage a 1’élément de référence dans T**, nous avons

1 R )
19illozec < C = ll@illorer < Cy/IT*|, 1<i<3,

—==9illorr = —— <
/|Tex| |T€x|

d’ou

ZSIIIWII AT C\/|T
= P lloTe = 1—af — 1—af — 1—0<,B

Remarque 2.2.3. Pour T"", (i = in,ex) délimité par le segment T'1), = Tt d’extrémités M et
N (voir Fig. 2.2), on note que :

|Ti”‘ |Tin,h| |Tex| ‘TCXh|
- =1—(1—a)(1—4), 1—a)(1—p). (2.18)
On en déduit que :
3
- CA-a)(1-p) | IT|
; 95 < =505 T 2.19)
]7
Sy |T]
n| < C 2.2

Z ’90] ’1,T — |Tm| ( O)

T
A

2.2.1 Robustesse par rapport a la position de l'interface

Les parametres a, B interviennent dans la définition et la majoration des fonctions
modifiées sur les triangles coupés par I'r.

Si au moins un parameétre est borné comme suit (c’est-a-dire 1'interface n’est pas trop
proche du sommet C ou de I'aréte opposée AB) :

O<ay<a<w<loul<pBp<B<P1 <1, (2.21)

alors il vient directement d’apres la Proposition 2.2.2, pour i = in, ex, que :

3 ‘Ti‘ > ~i i
Z ’1T' T Y I @illor < Cy/ITH. (2.22)
T A
Comme +/|T| < /|T|, on obtient
3 3
Y @il <C0 Y @il < Chr. (2.23)
=1 j=1

Dans le cas ot — 0, B — 1, les fonctions modifiées sur les triangles T" vérifient
" — 1, G — et P — 3 — ¢ (2.24)
et celles sur T¢* :

P —— o1 — P2, Py —> @2, P35 — P2+ 3. (2.25)
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De méme, lorsque « — 1, B — 0, les fonctions modifiées sur les triangles T vérifient
Pl — o1— 92 P 92 G g2+ 93 (2.26)
et celles sur T :
Pit— 91, 9 — 1t 95— 93— ¢ (2.27)

Dans ces deux cas, les majorations (2.22) sont encore satisfaites.
On s’intéresse dans la suite aux cas limites ot l'interface I'r est un segment « = B et
x — 0, voirFig. 2.3(b) o &« — 1, voir Fig. 2.3(a).

T’LTL FT
/ T\

(@ a—1 (b) « — 0

Fig. 2.3 —Illustration des cas limite ot =

O o —> 1: les fonctions modifiées sur T tendent vers celles de Crouzeix-Raviart tandis
que sur T** on a

1 o«

~ex _ .
P1= g7 + I +a)(901 $2), (2.28)
1 o
~ex __ . B
A A (TG +a)(<p1 $2), (2.29)
—ex o M 1
957 = oA TPt e — (1 +es). (2.30)
L'expression 1 — ¢2) a un comportement singulier. Néanmoins, puisque
P dT—a) P ¢ P g puisq

V1T = (- a)y/17],

nous avons les estimations suivantes indépendantes de « :

3 3
B _ C+/|Tex
|97 i1 < C, ) 197 llo,rex < I/T < Chr. (2.31)

]

O « — 0: on retrouve les fonctions de Crouzeix-Raviart sur T¢* et sur T on obtient
; 1 1
"t = — —_ , 2.32
(pl 2—“¢2+(2—DC)06((P1+(P2) ( )

L 1 1
7= et G (92 (2.33)

~in 1
3 = 1- E((Pl + ¢2). (2.34)



2.2 Premiére approche : modification des éléments finis non-conformes 43

1
L’expression — ((p1 + ¢2) a un comportement singulier. Cette fois-ci, comme

VIT" = /ol T,
on obtient uniquement

3
Y g < Z 1§}l < C”lT Chr (2.35)

197" |1,rn < —=,
j=1 ! \/& j=1 \f

2.2.2 Probléme discret - Existence et unicité

Désormais, nous sommes en mesure de construire 'espace d’approximation pour ré-
écrire la formulation variationnelle (1.6) dans le cas des éléments finis P'-non-conformes.
On introduit I'espace de dimension fini V}, défini comme suit :

Vi = o, € LHQY) : (vy)|r € PY(T), VT € T, /[vh] ds=0, Yec&l y, i=in,enx.
e
C'est-a-dire, I'espace V} est engendré par la famille de fonctions {@;}1<j<3si T € T
et par {@}}1333 siTeTL.
Comme auparavant, le nombre de fonctions de forme est doublé sur chaque élé-

ment T € 7,1 _coupé par l'interface I'.
On pose V, = V" x V¥ et on consideére le probleme variationnel suivant :

up € Vi, ay (up,op) =1 (vy), Vo, €V (2.36)

ott la forme bilinéaire aj, (-, -) et la forme linéaire I(-) sont celles définies dans la section
1.2 du chapitre 1. Nous rappelons ici leurs expressions :

ay(up, vy) = / uVuy, - Vvhdx—/{ﬂvnuh}[vh]

Q”ZUQLY
/{yvnvh} uh dS + A Z //\T Mh Uh (A > O)
TeTrT
l(vy) = /fvh dx + /g{vh}*ds.
0 r
En vue de I'analyse d’erreur, on munit Vh de lanorme ||| - ||| définie ci-dessous :
[l = Nlull + CT Y Arll[u] (2.37)
TeTr TeT!
ott la semi-norme || - ||; et le parametre A1 sont définis dans la section 1.3 du chapitre 1.

On souhaite prouver d’abord l'existence et I'unicité de la solution du probleme varia-
tionnel (2.36). On s’intéresse donc a la coercivité et a la continuité de la forme bilinéaire
ay (+,-) sur V.

Ces résultats ont été prouvés par les auteurs de [75] sur I'espace des éléments finis
conformes, avec un choix de parametre de stabilisation différent :

max(pin, plex)

/\T:T,



44 CHAPITRE 2 : Approximation P! non-conforme d’un probléme modéle elliptique

en utilisant les coefficients (1.9) et la norme (1.7) définis dans la section 1.2 du chapitre 1,
toujours pour une approximation par éléments finis conformes.

Les auteurs de [12] ont montré aussi la coercivité et la continuité de a;(-, -) avec les
coefficients (1.12) par rapport a la norme définie dans (1.13) dans le chapitre 1.

Par souci de clarté, nous allons détailler les principales étapes de la démonstration
pour le cas non-conforme. Une démonstration similaire de ce résultat pour un autre choix
de coefficients A7, k", k¢*, a été proposée dans [76]. L'idée est la méme dans toutes les
variantes, ainsi que dans la méthode de Galerkin discontinue.

Lemme 2.2.1. Pour A suffisamment grand, il existe une constante C; > 0 telle que
an (un,un) > Cilllunll]?, Yuy € Vi (2.38)
Démonstration. On a par définition
it ) = 15T g =2 [l 4. 8 Arllonl
TeT!

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il s’ensuit que la coercivité de aj,(-, -) dépend
de l’estimation de la norme L? sur l'interface I' de la quantité {uV ,u;,}. On rappelle les
parametres utilisés :

Kin — HEX‘Tin’ ex _ Hin‘Tex‘ A = V{nﬂex‘rﬂ '
Mex | T + pi | ToX| Pex | T + pi| ToX| Pex| T | 4 prin| T

Comme 0 < ki, k& < 1, il vient que

(2.39)

[V} Ps <2 ()2 [ 42,1V sunfuds + (K52 [ 12,1V 0 freds

I T
<9 <km>2]’lln| T| /Hln’vuhIde_i_(kex)ZVEX‘ T’ /ygx\Vuh\zdx

o Tm Tex’
Tin Tex
]/lm]/lex|rT| 2 ,”mﬂex‘ T
=2\ Rl T s T /”’”Wuh' T T /”“'V“h| ax

<oar [ plVa
Tex\yTin
Ci-dessus, nous avons utilisé le fait que Vuy, est constant sur T¢%, Tin puisque uy, € PY(T)
et (2.39). D'ou
1/2 1/2
/ iV }wlds < | T~ / {1V, 2 Y Ar [lwP
T»e?’r TeT 1
1/2
< 2/|uVuunllogaeoan | 2 Arlllunl 3,
TeT,T
On a donc la stabilité par rapport a la norme :

el + 3 Al [u] ey
TeT,!

équivalente a ||| - ||| sur V, car |Tr| < chy. [ |
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Remarque 2.2.4. Cette estimation méne a une stabilité uniforme par rapport aux coefficients de
diffusion p;, et y.x mais également par rapport a la géométrie des cellules coupées par l'interface
I.

Remarque 2.2.5. Il est facile de prouver que la forme bilinéaire ay,(-,-) est continue sur Vj,.
C’est-a-dire, qu'il existe une constante C > 0 telle que

\ay, (up,on) | < Clllugll|l|onlll, Vg, vn € Vi (2.40)

La forme linéaire I(-) étant continue, le lemme de Lax-Milgram implique que le pro-
bleme (2.36) est bien posé.

On s’intéresse dans la suite a I'estimation de I'erreur commise par cette approxima-
tion.

L’'outil de départ, que nous rappelons ci-dessous pour notre probleme, est le Lemme
de Strang 2.1.2. Il s’agit de décomposer l'erreur totale ||| — 1y, ||| en une erreur d’interpo-
lation et une erreur de consistance, due au fait que V, n’est pas inclus dans V(Q).

Lemme 2.2.2. ] existe une constante C indépendante de h telle que :

. ay(u — uy, w
uru—uhmsc(mf = o3| + sup 12l ”'). (2.41)

on€Vn whEVh

2.2.3 Erreur d’interpolation

Cette sous-section est divisée en deux paragraphes. Le premier est dédié a l'erreur
dans la semi-norme H! et le deuxiéme est consacré a I'erreur sur I'.

Dans la suite, on suppose afin de simplifier la présentation que I'r est un segment,
pourtout T € 7,1

Remarque 2.2.6. Si I't est courbe, on obtient les mémes résultats en supposant que la partie
délimitée par I'r et le segment I'r j, a une aire négligeable (ou que la courbure de I'r est petite) i.e.
|T!| = |T""| pour i = in, ex.

Erreur H!

On note T" la partie du triangle coupé T € T, qui contient quatre cotés et T* la partie
triangulaire de T. Pour faciliter la présentation, on suppose que T = TH et T® = T**.

Il s’agit d’étudier ici les propriétés d’approximation de l'espace V;, afin de majorer
V'erreur d’interpolation de (2.41). On veut construire des opérateurs d’interpolation I!" et
I}* tels que :

/I,ivi ds = /vi ds, VYecé&l, i=in,ex,
e e

en particulier pour e € £, ‘
Pour cela, on consideére ’opérateur d’interpolation locale I'. défini de H'(T) dans P!,
a partir de labase B; = (¢, ¢, ¢5) sur T € T :

3

(o)lr =Y. |:j|/vds gl (2.42)

i1
] ej

SurT € 7}7““, It est 'opérateur d’interpolation classique de Crouzeix-Raviart.
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L'opérateur d’interpolation globale I} est alors défini de maniere classique (i.e. par
restriction) de H!(Q)') dans V. Notons que I! v utilise uniquement la fonction v sur () et
non son extension sur Q;l

On introduit ensuite I'opérateur d’interpolation

Lo = (%0, [I"o™).

Les propriétés d’approximation des opérateurs d'interpolation précédents I, I** s’ap-
puient sur ’élément de référence T de coordonnées (0,0), (1,0) et (0,1). Soit Fr la trans-
formation affine de 1’élément T sur 1’élément T et DFy la matrice jacobienne de Fr. La
figure Fig. 2.4 illustre le passage de Ta T :

A(0,1)

Fig. 2.4 — Passage a I'élément de référence T

Nous rappelons les inégalités suivantes (cf. [42]) concernant le passage de 1’élément
TarT:

Lemme 2.2.3. Nous avons

16],,,# < C|DFr|™| det(DFr)|~"/2[0|u,r, VYo € H™(T), (2.43)
0| < C|DF;Y|™| det(DFr) V2|8, Vo € H™(T), (2.44)
ot
IDEY <™ DR < T, det(pEr)| = 1, (2.45)
pT [ T

Dans la suite, on établit des estimations d’interpolation locale sur un élément coupé.
On s’intéresse d’abord au cas o (2.23) est vérifiée, ce qui veut dire : , § bornés ou
x—0,p—1oua —1,8—0.

Lemme 2.24. Soit T € T, et v' € HX(T'), i = in, ex. Supposons que (2.23) est vérifiée. Alors,
il existe une constante C > 0 indépendante de h et de la géométrie de l'interface I telle que

o — Liv'], 11 < Chr|Ev'lar Vi =in,ex. (2.46)

Démonstration. Soit T € 7? ; nous nous intéressons a majorer 'erreur sur T = TNQ™M.
De fagon similaire, on en déduit le résultat pour I}* sur T¢.

La démonstration de (2.46) s’appuie sur le lemme de Bramble-Hilbert. Nous appli-
quons ce lemme pour l'opérateur d’interpolation I". Par passage a 1’élément fini de réfé-

; g - o AN
rence (2.44) entre T"" et T"" et en utilisant [;'v™ = [, 9", nous avons :

|10 g < C||DF; ||| det DFr|*2| 5, 0™, un. (2.47)
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D’apres (2.42) dans I'élément de référence T%, on obtient la majoration suivante :

3

~in 1
‘Ihmv,\ln‘l Tin S § -
’ i— |&i]

[ as| 17 o
é;

1
i

et en majorant B

[; 0"dS| par sup [6™(x)|, on obtient
1 xgTin

3
(150" | i < (Z !fP’i-”h,Tm) sup [0 (x)|.
i=1 xeTin
al’aide de l'estimation (2.23), il vient que
‘i]in@inh,f“in S CHvAinHCO(Tﬁl)-

Par passage a I'opérateur d’extension £ : H?(T™") — H?(T) et en utilisant I'injection
continue de Sobolev H?(T) c C°(T), on obtient

|50 |1 g < CIE™0™ o1y < CLllE™0™ .

Posons F(0) = [0™ — [i"0™|, t:,. Alors F(-) est une application continue de H?(T") dans
R avec une constante de continuité indépendante de Ti" sous-linéaire et nulle sur P.
En appliquant le lemme de Bramble- Hilbert [42] & F(-), on en déduit qu'il existe une
constante C > 0 indépendante de T ( donc de la géométrie et de la position de l'interface
I'), telle que

’ﬁm - flinﬁmh,ffﬂ < C’Emﬁm‘z,f-
Grace a (2.43), il vient que

|E™6™|, + < || DFr||*| det DFy| /2| EMo™"

2,T-
En utilisant (2.47) et (2.45), on obtient 1'inégalité désirée :
‘Uin — I;lnvin ’1,Tin S ChT’Einvin ‘2[’1“.

Remarque 2.2.7. Les estimations derreur d'interpolation locale du Lemme 2.2.4 font apparaitre
la semi-norme H%(T) de E'v. Ceci nous permet d’obtenir des constantes indépendantes de T
(notamment lorsqu’on utilise I'injection continue de Sobolev).

Lemme 2.2.5. Soit T € T\ et v € H?(T™). Pour « = B et « — 0, il existe une constante
C > 0 indépendante de h et de la géométrie de l'interface I telle que

) o C L
‘vzn _ I;lnvmlei" < 7hT|Eznvm
! o

NG

Démonstration. On suit le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.4 et
on utilise la majoration (2.35) au lieu de (2.23). |

2T (2.48)
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On s’intéresse au cas &« = p et a tend vers 0. Afin d’améliorer I’erreur d’interpolation,
on a pensé utiliser I'idée suivante : on construit une transformation affine pour passer de

Tin 3 Tin (voir la figure Fig. 2.5 ), donnée par : £ = Fi*(£) = DF"% + b avec

1 1-a 1

in __ _
DE!=| 1%, § |, b= 1_@
14 14 14

% (
tions deses cotéssont (C1) : £+J=a—1, () : (1—a)f+9=1—w, (C3): £+ = —1
et(Cy): —x2+(1—-a)j=1—a.

Quand &« — 0, Tin tend vers le carré de sommets (=1,0), (0,—1), (1,0) et (0,1), et
donc la constante de l'inégalité de Sobolev sur T n’explose pas avec a. .
Comme DF}" est une matrice symétrique, le calcul de la valeur de ||DF}"|| et celle de

||(DFi")~1|| revient a calculer les valeurs propres du polyndme caractéristique de DF.".
Ona

44 14

= 0. (2.49)

Par un calcul simple, les racines de 1’équation (2.49) sont :

2—«
)\max = Amin =1.
o
On obtient donc
. 2—w 1
|‘DF;<n|| = Amax = 2 A ;/
L 1
IDEM) | = 5 — = 1.
De plus, le déterminant de DF." est

: 2
det(DFmy = =%,

o
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Ceci donne

[Bllg g Valldlly (2.50)
R C

|U‘1j~in < 7’v|1 Fin s (2.51)
. C 2

0] gin < ﬁh’hjmf (2.52)
A C

|v‘2,fm < 7’v|2 Fins (2.53)
. C a

[0l < \/E|U|2j~m- (2.54)

Si on reprend la démarche du Lemme 2.2.4 pour 1'opérateur d’interpolation I;il”vi”,

c’est-a-dire : A
— On passe a I'é1ément de référence (2.44) T™, puis a I'élément T
— On utilise I'inégalité (2.35) d’estimation des fonctions modifiées,
— On applique l'injection continue de Sobolev H?(T™) c CO(Tin)
— On applique le lemme de Bramble-Hilbert a F(9) = |0"* — I;"0"| \ fin
— On revient sur l'élément T via la transformation affine DF;;”, puis on revient sur

’élément T,
alors, les estimations (2.50) conduisent a une moins bonne majoration de l'erreur d’inter-
polation, en ;’—Ta 0™ pin.

On conclut que la constante C (=~ ) est dépendante de la position de l'interface

\F

I'. Pour améliorer la dépendance par rapport a «, on pense chercher une transformation

affine pour compenser 7 dans les estimations d’erreur d’interpolation. Une autre idée
o
est d'utiliser I'inégalité de Sobolev pour avoir une constante d’ordre /a.
En ce qui concerne l'erreur d’interpolation dans la norme L?, nous utilisons le méme
raisonnement que dans les Lemmes 2.2.4, 2.2.5 et I'inégalité (2.35) ou (2.23) d’estimation
L? des nouvelles fonctions de base.

Lemme 2.2.6. Soit T € T,! et v' € H*(T"), i = in, ex. Supposons que (2.23) est vérifiée. Alors,
il existe une constante C > 0 indépendante de h et de I telle que

o' — L,v'||o 1 < ChE|EW o (2.55)

En suivant le méme cheminement que dans le Lemme 2.2.6 pourlecasa = § — 0,
on établit le lemme suivant :

Lemme 2.2.7. Soit T € T,[ et v € H?(T™). Pour « = B et « — 0, il existe une constante
C > 0 indépendante de h et de T telle que

m lnHOTm i
= \/&

Remarque 2.2.8. Sia, sont bornésou o — 0, B — loua — 1, B — 0, alors (2.23) est
satisfaite sur le triangle entier T et avec la méme démonstration des Lemmes 2.2.4 et 2.2.7, nous
AvONSs pour i = in, ex :

Hvin

W3 EMo™ |y 7. (2.56)

|E'v — I (E'0) |y, r < Chr|Ev|pr, YT €T, (2.57)
IE'0 — I (E'0) lor < Ch7|E'vlyr, VT €T, (2.58)
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Erreur sur I’

Nous nous intéressons a estimer la norme L? pondérée de la quantité {4V, (v — I;v) }
ainsi que celle de [v — I;,v] sur l'interface I'r.

Nous nous focalisons d’abord sur le cas ot (2.23) est encore vérifié, c’est-a-dire : a, B
bornésoua — 0, B — 1oua — 1, B — 0. Nous utilisons 1'inégalité de trace (1.17).
Nous pouvons établir :

Lemme 2.2.8. Soit T € T,F et v € H*(T'), i = in, ex. Il existe une constante C > 0 indépen-
dantede h , v et deT telle que

|FT|

SH{pVa(@ = Bo)lor, <C ) T\l 2Eolr < Chr Y- i ?E'olar.
i=in,ex i=in,ex
(2.59)
Démonstration. On a par définition de la moyenne {-} sur I que:

{1V (v = Bo) Hor, < K" 1in V(0 = I'0) lor, + [k pex V(0 = [¥0) lor.

En appliquant I'inégalité (1.17) a ¢ = V,, (E'v — I' (E'v)), il vient que

{#Vu(v = Lo)Hlor, < CvVhr ) (kihleViV(EiU—IZ(Eiv))llo,T

i=in,ex
+ KV (E%0 = T (E0))|1.r)
En utilisant (2.57) et (2.58) , on obtient

1409 (0 = o) Hlors < CV/r (K21l 2E oo + Kl ul{2E 0l )

Ar|TY|
ITr|

Comme kip; = pour i = in,ex et 0 < k", k° < 1, nous avons

Ar|T Ar|Tex
16%(0 — i) Hlox, < v/ ( e ol + e \)

On obtient donc

|FT\

H{VV (v —Lo)}Hlor, <C Y, \/IT||pf/*Eolpr < Chr Y |u}/?E'vlar,

i=in,ex i=in,ex

d’ot le résultat souhaité. [ |

On étudie maintenant les cas limites cités dans la section 2.2.1 : « = § — 1 respec-
tivement « = B — 0. En utilisant le méme raisonnement que dans le Lemme 2.2.8, on
établit :

Lemme 2.2.9. Soit T € Tl et v € H*(T"), i = in,ex. Pour & = B et « —> 0, il existe une
constante C > 0 indépendante de h et de T telle que

|FT|

H{VV( — L) Hor, < Chr Y |ui/?Elolar, (2.60)

i=in,ex
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De méme, pour x = Beta —> 1, 0na

\TT!

H{Wn(v — 1,0)Hlor, < Chr Y |u}/*Eolyr. (2.61)

i=in,ex

Démonstration. On détaille le premier cas « = f et « — 0. Pour démontrer I'inégalité
(2.60), on applique I'inégalité de trace (1.17) a ¢ = V,, (E'v — I} (E'v)). On a

{6V a0 = 1) lor, < CVir Y (Kh' ¥V (E'o = 1,(E%)) o r

i=in,ex
+ KV (B0 — T (E'0))|1.r)
En utilisant (2.57) et (2.58) , on obtient

[{#Vn(v = 1Io) }Hor, < Cy/hr (km T S P S Thia [Tt St |2,T) :

AT\Ti\
Tr|

Comme kiyi = pouri =in,exet0 < k" ke* < 1, nous avons

Ar|T Ar|Tex
{70~ i) Hlox, < Vi ( sz rola + o AT 2o r)

On obtient donc

|FT|

H{VV( — L) Hlorr <C Y5 /1T 2E'vlar. (2.62)

i=in,ex

C . .
Poura = Beta — 0,C ~ —. Comme |T"| ~ a|T| et | T?| < ch?, on obtient

Va

!TT!

H{VV (v— o) }Hlor, < Chr Y |uj/*Evlar.

i=in,ex

Dans le cas &« = B et « — 1, la constante C de (2.62) est indépendante de «, on a de
maniere similaire
T = (1—a)|T,

d’ott le résultat du lemme. [ |

On conclut que la constante C est indépendante de la position de l'interface grace a
notre choix de pondération de la norme L2.

Nous nous intéressons maintenant a estimer la norme L? pondérée de la quantité
[v — Iv] sur I'r. Pour cela, on utilise 1'inégalité de trace (1.16).

Nous pouvons alors établir le résultat suivant :

Lemme 2.2.10. Soit T € T,! et v tel que v’ = v € H2(T"), i = in, ex. Il existe une constante
C > 0 indépendante de h, y et de v (mais qui peut dépendre de la géométrie de l'interface I') telle
que

Mo = Iio)lor, < Chr Y |uj"*Eolo,r. (2.63)

i=in,ex
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Démonstration. On a d"une part

o~ olllor, < llo— Follory + o - E¥ollor, (26)
et d’autre part,
T'r| Trlpi ..
= - < i = . 2.
AT [T L[] donc At < | (i =in,ex) (2.65)
Hin Hex

On obtient donc

|Tr|pi
| T|

Ao = Bollor, < ) lo = Lollor,-

i=in,ex

On utilise le théoréme de trace (1.16) et la remarque (2.2.8), on obtient :

[Tr|ht

T [/ 2E'oly 1. (2.66)

A2 o = Lolllor, < chr )

i=in,ex
Lorsque les parametres a et B sont bornés (i.e. 0 < ap < a < ajet0 < By < B < By,
|Cr|hr
||
I'inégalité (2.63) est indépendante de I'. De méme, sia — Oet0 < Bg < B (i.e. B borné
loin de 0) ou vice versa.

Sia — OetB < B1 < 1 (ou vice versa), la constante ¢ de (2.66) est uniformément

T |kt 1 1
~ . Donc la constante C de (2.63) se comporte comme .
Ts] S 1« (2.69) P VI«

De méme, si « = B — 0. En effet, |T*| = (1 — a)?|T| et |[T'7| ~ (1 — a)hr, donc

Trlhr 1
T2~ 1—a

la constante ¢ de (2.66) et sont uniformément bornées. Donc, la constante C de

bornée mais

Enfin, si x = B — 0; nous avons montré précédemment que la constante c devant

. 1
les termes sur T™" se comporte comme ——. En utilisant |T"| ~ «|T| et [T1| ~ (1 — a)hr,

Va
1
la constante C de (2.63) se comporte comme +
|

Remarque 2.2.9. Il est important de noter que la question de robustesse liée a AY/?||[v — I,0]| o,
se pose également dans une approximation NXFEM conforme. En effet, dans ce cas, on obtient

toujours une constante qui se comporte comme 11706 ou ﬁ dans les cas critiques du lemme
2.2.10.

Remarque 2.2.10. On pourrait améliorer la dépendance de la constante C de (2.63) par rapport
a Uinterface T, si on majore différemment Ar. Ainsi, comme |T"| 4 |T®*| = |T| on écrit :

IT'7| |Tr|
= — < m i .
/\T |T”’| |Tex| — ’T‘ ax{‘um’ AuL’X}

Hin Hex

|Ar|ht

1
C dépend maintenant du rapport des coefficients y; (i = in, ex). Evidemment, cela peut également

étre fait pour les éléments finis conformes.

On peut donc majorer de I'inégalité (2.66) indépendamment de « et B, mais la constante
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Nous sommes en tout cas maintenant en mesure d’énoncer le théoréme d’estimation
d’erreur d’interpolation :

Théoreme 2.2.1. II existe une constante C > 0 indépendante de h et de y mais dépendante de I
comme discuté précédemment telle que

o — I||| < Chlv|yqmuae, Yo € Hy(Q) N HA(Q U Q™).
Démonstration. On a, par définition :

!TT!
o =BollP® = llo = holli + 3 5 - I#Valo = Lol lor, + X Arlllo = Lielllgr,.
Te7’r TeT!

D’une part, nous avons d’apres les Lemmes 2.2.4 ,2.2.5,2.2.6 et 2.2.7 :
o= Iyolly < Ch’ﬂl/%’z,oinumx-

En utilisant les Lemmes 2.2.9, 2.2.8, on a

Tr|
Y L 160 — o)} e, < Chrlid 2ol e
TeTS

D’autre part, d’apres le Lemme 2.2.10 :
A2 [0 = Bolllor, < Chr|u'/?0ly qin qer. (2.67)

Nous avons utilisé la continuité de I’'opérateur d’extension E' : H?(Q) — H?>(Q)). N

2.2.4 Erreur de consistance

Avant d’énoncer le théoréme d’estimation d’erreur, nous nous intéressons a l’ortho-
gonalité de Galerkin dans le cas non-conforme.

Lemme 2.2.11. (Orthogonalité de Gulerkin) Soit uy, la sqlution du probleme variationnel (2.36),
u la solution du probleme (1.4) vérifie (u™, u®*) € H2(Q™) x H(Q). Alors

ap(u—up,op) = Y. Y /yvnu [0y ds

i=in,ex eegi >
:Z/quvhds+Z Z/yquvhs Yoy, € V.
ec&lc i=in,ex ec gl scut

Démonstration. On a par définition

mo) = Y [ uVu- Vopdx— [ (uVou} [on] + (V.00 o) ds

i=in,ex; T

A Y Ar / (1] [0 ds.

TET, 1y
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a l'aide d’une intégration par parties et de [u]|r = 0, nous obtenons

ay (u,vy) Z /le uVu) v, dx + Z Z/qu nevy| d

i=in, ex s i=in, ex ecél e

+ /[yvnuvh] ds — /{yvnu}[vh] ds.
T T
En utilisant 1’égalité [ab] = [a]{b} + {a}.[]], il vient que
(u,op) /fvh dx + Z Z/ [uVu - neoy ds+/ (1Y uu) {vy } 4 ds.
i=in,ex el

Or [uVu - nel|l. = 0et [uV,u]|r = g, donc nous avons :
(u,vp) /fvh dx+ Y, ) /yvn oy, ds—l—/g{vh} ds,
i=in,ex ecfi %

par conséquent

ay (u,v3) = 1(vp) + 2 Z/yvn

i=in, ex ecéi

En utilisant la formulation variationnelle (2.36), on obtient le résultat du lemme. |

Pour donner I’estimation de I’erreur de consistance, nous nous intéressons a 1'inéga-
lité de trace pour les arétes coupées e € £/, i = in, ex. Nous avons :

Lemme 2.2.12. Soit T € T,\ et soit e € £ un segment de l'aréte entiere E de T (i = in, ex),

avec |e| = a,|E|. Il existe une constante Cr > 0 indépendante de T telle que pour tout v €
H?(TY) :

19,(v = Ii0)]lo,e < c\/lel|E'v|or < CrvVh|Evly 7.
Sia =B — Oet T' = T, alors Cr ~ \F’ sinon Cr est indépendante de la position de
Uinterface.

Démonstration. On passe a 1’aréte entiére e et on applique l'inégalité de trace sur le
triangle T, on obtient :

——=|IF’ (||EZUHOT+|E o, T) (2.68)

1
——=|7]lo,e < ||OE < —
Vel Ve eIEI Ve,

On applique (2.68) a la fonction V(v — I1v) et on utilise I'estimation de I'erreur d’inter-
polation des sections précédentes, on obtient la premiere inégalité du lemme. La seconde
résulte de la relation |e| = a,|E|. [ |

Pour démontrer le Lemme 2.2.14, il est utile d’améliorer 1'inégalité de trace (2.68)
lorsque l'aréte coupé e appartient a la partie triangulaire de T, en particulier lorsque

x = p.

Lemme 2.2.13. Soit T € T,[ avec a = B et soit e € Eé’cut un segment de I'aréte entiére E de T
avec |e| = w.|E|. Supposons T' = T*. Il existe C > 0 indépendante de T et w, telle que pour tout

v € HY(TY),
1 1
1 oloe <€ (||U||0,Ti 4 |v|m) . (2.69)
v \e[ lxehT
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Démonstration. Pour démontrer (2.69)), on passe a I'élément de référence T via la trans-
formation affine Fr et en outre, on emploie une deuxiéme transformation affine F2 définie
dans T# C T par:

! 0
T=F2=DF;t, DEr=|[T1-o : (2.70)
0

11—«
Ainsi, on a F2(T%) = T (indépendante de a), avec 9(%) = 9(%),
5 _ 1. _
|Z’|1,TA = ‘U’LT/ mHUHo,TA = HUHO,T- (2.71)
On note que &, = 1 — &. Puis, on applique le théoreme de trace dans F2 (T%) = T, avec
une constante indépendante de «, on obtient :
1 1 1

—Jolloe = —Illos = —=lollo¢ < € (Iollyz + Iol1 1) .

Vel vad Vel ’ ’
En utilisant (2.71), il vient que

1

1. .
Tl < € (Z10ll + 107 ).

Enfin, on utilise Fr pour passer de T* a T* et pour obtenir (2.69). |

Lemme 2.2.14. Soit T', T' € T,[ et soit e € & un segment de I'aréte entiere E appartenant
aTr et Tl avec |e| = w|E|. I existe une constante C > 0 indépendante de T telle que pour tout
(S Vﬁ :

1 .
\/ﬁ I[©r]lloe < CIE" 0L 7rumi-

Si w, —> 0 et au moins 'une des cellules T, T est un quadrilatere, alors C ~ f ; sinon, C

est indépendante de «,.

Démonstration. Comme E’Uh = vy sur e et [ Uh] = 0 sur e, on obtient grace aux pro-

priétés de 'opérateur de projection 710 :

lfonllloe = IlTon — mevnlloe < 1E"0n — 703 (E0n) loe + | E"on — 7034 (E'0p) [o,e-

On utilise l’inégalité de trace sur l’aréte entiere E, on obtient :

H[Uh loe < Y ||Efoy — 73 (E'vp) o,k
\/| V e\E]

c 1
< Z <h ||Elvh—7f (E' Uh)HOTf+|EUh|1Tf>
. T

Si a, est bornée loin de 0 (i.e. 0 < ap < a.), alors la constante ¢ est indépendante de
®,. Sia, —> 0etsi TV et T sont des triangles, alors on considere les triangles isoceles
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T C T" et T C T' qui contiennent I'aréte e, voir la figure Fig. 2.6 et on utilise 'inégalité
de trace (2.69) du lemme 2.2.13 pour le cas « = f sur l'aréte coupée e. On obtient ainsi
une constante ¢ indépendante de a, :

Z l[on — TIJ

cz( o - nT,zvh||0Tu+|vh|1Tu)
j=Lr ehi

0e

o]
m h

< Clonly fisugir < C|E"opy, - (2.72)

Ci-dessus, on a utilisé I’estimation standard sur les trianglesTi'f , de diametre a,hy; :

[|w — ”(%i,wao,Tirf < caehyy|wly i)

S 1
Si o, — 0 et au moins 'une des cellules T", T! est quadrilatére, alorsona C ~ —.

Ve,

Fig. 2.6 — Deux éléments adjacents partageant une aréte intérieure

Remarque 2.2.11. On obtient les mémes résultats du lemme 2.2.14 pour les arétes du bord e €
ha coupées par l'interface I'.

On présente ici le Théoreme qui donne 1'estimation optimale de 1’erreur de consis-
tance :

Théoréme 2.2.2. Ona

<C h|ﬂ1/2“|2,oexu0in

sup
wpE Vh

ot C > 0 est indépendante de h, de p et de A.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.2.11, on a pour tout wy, € V :

ap(u — uy, wy) = /ptVn ulwylds + ) /ymvn w'"] ds
€€€m 65;1” cut
+ Y / ox Vit [c0f] ds
g[‘YCut

— -]rnc + Tzn,cut + Tex,cut_
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Nous allons majorer les trois termes comme suit :
Terme T" : Sur les arétes non coupées, on considere 1’opérateur d’interpolation clas-

sique I, de Crouzeix-Raviart. Alors, comme / [wy]ds =0, Ve e &, nous avons que

e

T = Y [ uVy(u— L) [wy]ds.

ey,
A T'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient que

T < Y [uVa(u— )

ecEje

0.ell[@n]]l0,e

1/2 1/2
< X Lel TV u(u — B[, Y, lelllfwn]

ne ne
€€€h gegh

2
0,e

D’aprés I'inégalité de trace (1.17) et (2.4) du Lemme 2.1.3, nous avons

1/2 1/2
T <C| Y (r?nV (= L) |§r + uV (u = Lu)lir) Y, rlwnlir
TeT;n TeT;m
et en utilisant les propriétés de I'opérateur Ij,, on obtient
T" < Ch|741/2”|2,08xu0in|V1/2wh 1,QexyQyin -

On utilise le méme raisonnement pour estimer le terme T |'opérateur d’interpolation
I;, défini par (2.42). On obtient :

Ti,cut — E ‘uvn (M — I}lzu)[wh] ds

L’Eg;;’cute
1/2 1/2
<| X W Valu— L)l Yo i w3,
eeS;;’C”t eec‘:;;’c“t

D’apres le Lemme 2.2.14 et |e| ~ a.hr pour e € Eé’wt N T, on obtient

Yo N P willl§e < Y hrlpPErwnlir < chlpt w3 o,
eeglil,cut Te'];lr

avec une constante indépendante de l'interface I'. En utilisant le Lemme 2.2.12, il vient
que
1/2 7i (12 1/2pi, |2 /2,12
Yo N2 Vn(u =L, < Y- CrhrluiE'ulsr < chlpi?ul3

eeg}fl,cuf T€7;,F
< ~1/2 1 4
ou C7'* se comporte comme —=. Par conséquent,
icut 1/2 14,172 .
T < Chlp“ulyar [ “wnly o

En rassemblant les estimations de T" et de T**!, on obtient le résultat du lemme. |
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2.2.5 Estimation d’erreur a priori

Le théoréme suivant donne l’erreur globale commise par la méthode NXFEM pour
I'approche traitée précédemment. Nous avons les estimations suivantes :

Théoréme 2.2.3. Supposons que la solution u du probleme (1.4) vérifie (u™,u*) € H*(Q") x
H?(Q¥). Si uy, est la solution du probleme variationnel (2.36) sur I'espace modifié V;, on a :

[l = upll] < Chlp! 21l on e (273)
oit C > 0 est une constante indépendante de h, de y et de A.

Démonstration. On utilise le lemme 2.2.2, le Théoréeme 2.2.1 et le Théoreme 2.2.2, on
obtient le résultat désiré. |

La dépendance de la constante C par rapport a la position de I a été discutée dans la
section 2.2.3.

On conclut cette section par I'estimation d’erreur en norme L? pour l'inconnue u. Par
I'argument d”Aubin-Nitsche, nous avons 1'estimation d’erreur suivante :

Théoreme 2.2.4. Sous les hypotheses du Théoreme 2.2.3, il existe une constante C > 0 indépen-
dante de h, de y et de A telle que
2(,1/2
[l = nllo mues < CH [t 2y oy
Démonstration. On adapte I’argument d’Aubin-Nitsche & notre discrétisation. Soit w =
(w™, w*™) € H>(O") x H?(Q) solution du probléme dual continu associé au probléeme
(1.4),

—div(pVw) = ¢ dans Q"UQ%,
w = 0 surdQ),
(2.74)
[w] = 0 surl,
(uVauw] = 0 surl

avec ip = u — uy, et supposons que la solution satisfait la propriété de régularité suivante :

Hﬂl/szz,Ql‘anex < cllllo,qmuer- (2.75)

On multiplie la premiere équation du systeme (2.74) par u — uy, et on inteégre par parties
sur chaque triangle T € 7). On obtient alors

Hu—uhHS,QmUQ” = ap(w, u — uy) /yV wlu—uplds— Y, ) /yl W' (U — uy) ds.

eeg;zc i=in,ex ge£’ cut

a l'aide de la propriété d’orthogonalité de Galerkin (2.2.11) et des propriétés des opéra-
teurs d’interpolation définis précédemment, on obtient

[t = unll§ inisrer = an(w — Iyw, u — up) /VV — lyw)[u — up] ds

nc
eef‘}h o

- L L[ wValw - - w) ds.

i=in,ex eglwf
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On reprend le méme raisonnement que dans la démonstration du Lemme 2.2.2 et grace a
(2.2.1) la continuité de la forme bilinéaire ay,(-, -), il vient que

1 = h I3 e < Colllw — Twol[[| |1 — ||

+ Ch’ﬂl/zwfz,oinunw |l —un|,

En utilisant le Théoreme 2.2.1 d’estimation d’erreur d’interpolation et '’hypothése de ré-
gularité (2.75), nous avons

|u — ”hH(Z),QinUQfx <C h2H” — Upllo,Qinuqer \Vl/zufz,ofnunwr

d’ou le résultat désiré. |

2.3 Deuxiéme approche : rajout de termes de stabilisation

Dans cette partie, nous gardons l’espace usuel des éléments finis de Crouzeix-Raviart
mais nous introduisons dans la formulation discrete (2.36) des termes de stabilisation
lors de I'approximation par éléments finis non-conformes du probleme (1.4). Le but est
de compenser l'erreur de consistance.

On précise que si aucune spécification n’est donnée, les constantes C > 0 utilisées
sont indépendantes du parametre de discrétisation /, de la viscosité u = (piy, pex) et des
parametres de stabilisation A et ¥ = (Yin, Yex)-

2.3.1 Probléme discret - Existence et unicité

On considere donc l'espace de Crouzeix-Raviart Vj, = V" x V* ot I'espace V} (i =
in, ex) est défini par :

Vi =< v, € L2(Q0): vy|r € PY(T), VT € 77;‘,/[0,1] ds =0, Vec&iUE

e

On introduit les nouveaux termes de stabilisation sur les arétes coupées e € &', i =
in, ex:

Auo) = = ¥ [ ({Tat}Toh] + {9004 )[ui]) s,

icut
ec& ™ e

; ) ’g’
o) = i T [l looi) s, 7 = e
eeg)

ott la moyenne pondérée {-}° sera définie ultérieurement et 77y est la projection sur Py(e).
La nouvelle forme bilinéaire notée a,(-, -) s"écrit sous la forme :

an(up, op) = ap (up, op) + A (Up, 0n) + YinJin(Un, 0n) + Yex Jox (Un, vp), (2.76)

A(up,vp) = A (1, vp) + Aex(uy, vp)

et viy > 0, 7ex > 0 sont deux parametres de stabilisation pouvant étre choisis indépen-
dants de h. Les termes A;,(-,-) et A.x(-,-) ont été rajoutés pour que la forme a, (-, -) soit
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symétrique et consistante. Cependant, les termes Ji,(-,-) et Jox(-,-) ont été rajoutés afin
de trouver la coercivité de la forme a,(-,-). Ces termes de stabilisation sont similaires &
ceux de la méthode de Galerkin discontinue (dG) et ayant un lien avec les éléments fi-
nis non-conformes. De nombreuses études ont été faites sur les méthodes dG dans le cas
elliptique. On se référera a [8] pour une présentation générale. Le principe de cette mé-
thode est basé sur 1'utilisation d” éléments finis totalement discontinus et sur I'ajout d'un
terme de stabilisation sur les arétes coupées assurant la coercivité discrete.

Remarque 2.3.1. On peut utiliser aussi le saut [uy] dans la forme linéaire J;(-,-), i = in,ex
(voir [19]). Dans notre cas, nous avons utilisé [rtouy,| pour faire un lien entre la méthode de type
Galerkin discontinue et I'approximation des éléments finis non-conformes, voir [18].

On considere la formulation variationnelle discrete suivante du probléeme (1.4) :
up € Vi, an (up,op) =1(vy), Vo, €V (2.77)
On définit la norme correspondante sur Vj, de la maniére suivante :
[[])? = [l * + Jin (2t 10) + Jex (1)

Remarque 2.3.2. Il est facile de vérifier que I'application u — [[u]] est une norme sur l'espace
d’approximation Vj,.

On souhaite prouver 1’existence et 1'unicité de la solution de la formulation variation-
nelle (2.77). Pour cela, on va montrer la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire
an(-, ) sur V. '

On définit la moyenne pondérée de ¢ sur les arétes coupées e € " pour i = in, ex
(voir Fig. 2.7) par

{p} =g’ +x'¢,

oit les coefficients de pondération «! et x” sont donnés par

;L ‘Tl',l , ’Ti’r .
K = W! K = m (Z — Z?l,ex).
ec g<:m7(:’ut
. h

in,cut
e€g,

Fig. 2.7 — éléments partageant une aréte intérieure coupée

La coercivité de la forme bilinéaire a,, (-, -) dépend de I'estimation du terme — [|{V,u;, }©

. 1
pour tout e € 5;1’C“t, i=in, ex.
Pour alléger 1’écriture, on omet dans la suite I'exposant e dans {- }*.

2
0,e
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Lemme 2.3.1. Pour tout T € T, et pour tout e € E;™ (i = in, ex) , nous avons
{VwotI3e < 75 (Jonlgis + [oulir ), Vou € Vi (2.78)

Démonstration. Comme Voy,|1 est constant et 0 < K <1 (j=1r)et k! + " = 1, nous
avons par l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

/{anh}zds < Kl/\VvhlzTi,, ds+Kr/\Vvh]2T,-,ds
e

/]Vv 2ds + ’|;!N| /|sz 12 ds
Tl]’

Tzl|

| 2 le] 2
Tir

Par conséquent,

/{V o} ds < o¢ /|Vvh|2ds+/|Vvh]2ds

TIV

Coercivité de la forme a,(-, )

Lemme 2.3.2. Pour A, i, et 7y.x suffisamment grands, il existe une constante C; > 0 telle que
an(vh, Uh) > Cl[[vh]]Z, Vvh S Vh-

Démonstration. Compte tenu du Lemme 2.2.1, il suffit de controler les termes

Ai(op,op) = =2 Y. [{Vavi}[v)]ds, i=in,ex.

eeg;’[,cut 5

On note que {V,0} }¢ € Py(e). Par définition de la projection sur Py(e), on obtient :

Ai(vp, o) = =2 ) /{anh} o0} ds

eegzcut

Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient que :

1/2 1/2
Alowon) > 2 | Y IVl Y o],
eep i cep™
D’apres le Lemme 2.3.1, on obtient
1/2
Ai(oon) = =2 [ Y 1ok | 1 (onon),

TeT

d’ot le résultat annoncé. [ |
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Continuité de la forme a,,(-, -)
Lemme 2.3.3. 1] existe une constante Co > 0 telle que
|an (un, on) | < Col[up]][[on]] Vun € Vi, on € Vi
Démonstration. Pour établir la continuité de la forme bilinéaire a,,(-, -), il suffit d’étudier
cellede A;(-,+), i=1in, ex.Ona
o) = —p L | AV} ool ds+ {90} mou] ds
865;;’61” e e

En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

1/2 1/2
[Ailup, o)l < | SV} IS, Y. wivi ooy lIGe
eeg}i’,wt 1 eegi,fut
1/2 1/2
+1 L SIH{Vavi g Y wivi Nl [rmou] 5
eeg;;,cut 1 eeglil,cut
On conclut en utilisant les Lemmes 2.3.1 et 2.2.1. |

Estimation d’erreur a priori

Le but de cette partie est de donner une borne supérieure de I'erreur résultant de
I"approximation par la deuxiéme approche (2.76). Avant d’énoncer le lemme d’estimation
d’erreur, nous nous intéressons a I’orthogonalité de Galerkin dans le cas non-conforme.

Lemme 2.3.4. (Orthogonalité de Galerkin) Soit uy, la solution du probleme variationnel (2.77) u
la solution du probleme (1.4) vérifie (u™,u®*) € H>(Q™) x H?(Q). Pour tout v, € V;,, nous
avons

an (10— up,op) = Y /yvnu[vh] ds.

nc
e€&lc

Démonstration. La preuve suit le méme raisonnement que dans le Lemme 2.2.11; les
nouveaux termes de stabilisation compensent ici la non-conformité. |

2.3.2 Erreur d’interpolation

En utilisant les propriétés de 1’opérateur d’interpolation classique de Crouzeix-Raviart,
nous avons également :

Lemme 2.3.5. (Erreur d’interpolation) Il existe une constante C > 0 indépendante de h et de p
telle que

inf [[u—oy]] < Ch|y1/2u|ZIQHUQm,
v €V,
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Démonstration. Pour estimer la norme ||| — [ul||, on utilise le méme cheminement
que dans le cas des éléments finis conformes [75]. La majoration de la quantité AY/?||[u
Iyulllor; se fait de la méme maniére que dans le Lemme 2.2.10 de la section 2.2. La dé-
monstration du résultat de lemme est basée donc sur I'estimation de

J(u — L, u — Tyu) = Ji(u — L, u — Iyu) + Jox (w0 — Iu, u — Iu)

ou pour i = in,ex,

"=

JiCu = Iy, u — L) = Y iy || oo (u — Tyu) ][5

L’Egl ,cut

Soient T! et T” deux triangles adjacents ayant I’aréte entiere commune E € £ coupée
lang ] y I p
ar l'interface. Soit e € £, e C & et soit |e| = a,|E|. La démonstration est similaire si E
P h

est une aréte dubord E € 5;? Ut Pour démontrer ce lemme, on suit le méme raisonnement
que dans le Lemme 2.2.14.On a :

(ur) 2720~ o)l < ,Tl,‘“fm Ll

on applique I'inégalité de trace sur I’aréte entiere E. On obtient donc :

<\/ pale? y (v — Iiv)
B “‘3( ’ ’ )j:l,r \/m

|e||E ' ' '
L 5 (GLNE follp + 180 ol )
j=Lr

(7)) 272 (0 = Lo)] o,

a.h? 1/2 i
W’P‘i E'vly riup-

Notons &} et & respectivement les rapports des arétes coupées de T’ et T, voir la
tigure Fig. 2.8.

/ )
a T~

1

Fig. 2.8 — Cas critique : 0, — 0, &, — 0, & - 0

Si au moins 'une des cellules T, T est un quadrilatere (pour fixer les idées, on
considere T/ un quadrilatere), alors la seule situation critique se produit lorsque &, =
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al — 0; mais donc |T"| ~ a,h? etona:

a h? o h?
T[4 [T = T = ©
Si les deux cellules T, T"" sont des triangles, alors |T"| ~ a,alh? et |T""| ~ a,alh?
ainsi
o h? c
| T + | TP | — al +af

Si au moins I'un des paramétres a/, a’ ne tend pas vers 0, alors I'estimation est robuste.

Sial — 0, &, — 0eta, — 0, alors on utilise I'inégalité de trace (2.69) sur e au lieu
de I'inégalité de trace classique sur l'aréte entiére E. Dans le cas critique ucle =, = a,, en

appliquant (2.72)) du Lemme 2.2.14 a v — I;;v, on obtient :

. 1el2 1
N2 170 (0 < '.”1|€|'
() 27800 = BoMlow < prt' vy

< e/l EN (0 — o) [y pop < Ch|741'1/2Eiv‘2,T1UT“

Enfin, si &} et a tendent vers 0 mais &, — 0, voir la figure Fig. 2.8, 1a constante dans

l'estimation d’erreur d’interpolation se comporte comme \/% Ce cas critique semble
ah+al,

Il — L]

0,e

étre pathologique. |

2.3.3 Erreur de consistance

Nous obtenons, en suivant la preuve du Lemme 2.2.11 dans le cas des arétes non
coupées (terme Z), I'estimation suivante :
Lemme 2.3.6. (Erreur de consistance) On a

|an (1 — up, w)|
sup
wpEV), [[wh”

ot C > 0 est indépendante de h et de p.

S Ch|‘ul/zu ’2,Qinuﬂex

2.3.4 Estimation d’erreur a priori

Le théoréme suivant donne l’erreur globale commise par la méthode NXFEM pour
I"approche de rajout de terme de stabilisation sur les arétes coupées. Le résultat final est :

Théoreme 2.3.1. Supposons que la solution u du probleme (1.4) vérifie (u™, u®*) € H?(Q™") x
H?(Q). Si uy, est la solution de la formulation variationnelle (2.77) sur I'espace d’approximation
de Crouzeix-Raviart Vy,, alors il existe une constante C > 0 indépendante de h et de y telle que

[[u—wu]] <C h\ﬂ1/2”|2,0fnunex-

On conclut cette section par I'estimation d’erreur en norme L? pour I'inconnue u. Par
I'argument d”Aubin-Nitsche, nous avons I'estimation d’erreur suivante :

Théoréme 2.3.2. Sous les hypotheses du Théoreme 2.3.1, il existe une constante C > 0 indépen-
dante de h et de y telle que

u— uhHO,Qinuﬂex S Ch2|‘ul/2

Démonstration. Pour démontrer le Théoreme 2.3.2, on procede de la méme fagcon que
dans la preuve du Théoréme 2.2.4. 11 suffit de remplacer la forme bilinéaire ay,(-,-) par
ay(-,-) et utiliser les résultats d’estimation d’erreur pour la deuxiéme approche. n

u ’2/01’7[ uQex -
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2.4 Lien entre les approches

Dans cette partie, il s’agit d’étudier le lien entre les deux approches développées pré-
cédemment. On s’intéresse au comportement de la solution de (2.77) lorsque les para-
metres de stabilisation 7; tendent vers +oco. Puis, nous introduisons une formulation va-
riationnelle de type Galerkin discontinue (DG) pour interpréter la premiére approche.

2.4.1 Passage alalimite lorsque y; — 400

Nous avons vu précédemment que les parametres de stabilisation 7;, et ., doivent
étre suffisamment grands afin d’avoir la coercivité de la forme bilinéaire a, (-, -) sur l'es-
pace de Crouzeix-Raviart Vj, = V/" x V¥,

Nous nous intéressons au comportement de la solution du probleme variationnel
(2.77) lorsque les parametres de stabilisation ;, et 7. tendent vers co. Pour tenir compte
de la dépendance en 7, il convient de noter la solution du probleme (2.79) par uZ :

ul € Vi, an(u),on) = 1(vp), Yoy, € V. (2.79)
Comme
an(-,-) = ap(-,) + AC )+ Yindin () + YexJex (4, 0),

ceci nous conduit a étudier les noyaux de J;, notés KerJ;, i = in,ex. On a

. e . . .
KerJ; = {Uh € V;i; Z ’Tl'lyil—|‘|Tl"" [71'01/!;1][71'00;[] ds=0, VYu,e€ Vé}
ecgy ™ e

= {vh eV, [n0]=0, Vec Eli’cut}

= {vh € V,f; /[vil] =0, Vec Sli’cut}.

Soité € 5,i 'aréte entiere contenant I’aréte coupée e € S;l’C“t . Par définition de 1'espace %5

ona /[U;Z] .

[0](M) = [03](M) =0,

~

Donc

ol M et M désignent respectivement les points milieux des arétes e € Eli’wt eté e &M

~cut
€€ é,h

T

Fig. 2.9 —Illustration des points milieux le long d'une aréte
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Comme v}, est P! par morceaux, ceci nous donne [U;l] = (0 sur & (et donc aussi sur e),
voir la figure Fig. 2.9. Par conséquent, v, est continue a travers e (et implicitement e). Si

vy, € KerJ;, alors

an (1), ) = 1(vp).

Ona '
KerJ; C V.

Cependant, I'inclusion est stricte, ce qui nous empéche de conclure que la premieére for-
mulation est une limite de la deuxiéme formulation. Afin d’interpréter la premiere ap-
proche comme la limite d"une autre formulation lorsque les parametres de stabilisation
tendent vers oo, nous allons introduire une troisiéme formulation de type Galerkin dis-
continu. C’est ’objet de la section suivante.

2.4.2 Formulation de type Galerkin discontinue

Cette formulation est basée sur l'utilisation d” éléments finis totalement discontinus
et sur I'ajout d’un terme de stabilisation sur les arétes non-coupées, assurant la coerci-
vité discrete. Un des principaux avantages de la méthode dG (Galerkin discontinue) est
sa facilité d’implémentation et sa flexibilité, elle est idéale pour la prise en compte des
discontinuités, mais également pour des couplages et des géométries de domaines com-
plexes.

De nombreuses travaux existent sur les méthodes de type Galerkin discontinue, nous
renvoyons le lecteur aux travaux d’Arnold et al. [8] pour une présentation générale dans
le cas elliptique et les références d’Ern [51,54] qui complétent confortablement cette mé-
thode. Dans le contexte de la méthode NXFEM, un travail récent sur des maillages tri-
angulaire a été réalisé par Massjung [94] dans le cas de probleme d’interface elliptique.
Cette méthode est basée sur la méthode symétrique avec pénalisation intérieur (Interior
Penalty) introduite pour le laplacien par Arnold [7], elle peut étre interprétée comme une
généralisation de NXFEM d’Hansbo [75]. La discrétisation ainsi obtenue est bien posée
et des estimations d’erreur a priori optimales ont été obtenues. Nous partirons donc de
cette méthode, que nous modifions pour des éléments finis non-conformes.

On considere les espaces totalement discontinus

Di = {vh € L*(Q) : vy|r € PY(T), VT € 7711}, i=in, ex,

on introduit les termes de stabilisation de la méthode de Galerkin discontinue sur les
arétes non coupées (intérieures et de frontiere) de chacun des sous-domaines :

Do) = = [ (Voo + {Voon} ) s
Juc(up, o) = e;ﬁ@e/[ﬂouh][ﬂovh] ds

et on définit la forme bilinéaire suivante sur D), = DL” X D>
agG () = an(-) + D () + YucJue(- )

ol Yy > 0 est un parametre de stabilisation.
On consideére enfin la formulation DG suivante :

ule € Dy, age(u)s, o) = (o), Yoy, € Dy, (2.80)
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ot Y = (Vin, Yex, Tnc) dénote I’ensemble de nos parametres de stabilisation sur les arétes.
Compte tenu des résultats de la section précédente, il est classique de vérifier que (2.80)
est bien posé lorsque 7y, Yex €t ync sont suffisa mment grands, pour la norme

(L2 + e, ) 2. 281)
On peut alors établir :

Lemme 2.4.1. Soit i) la solution du probleme variationnel (2.80) et soit uy, celle de la formula-
tion (2.36). Alors

. ¥ 2 0% 0% _
7E}rr}roo[[udG — up)]” + Juc(u, — up, uy —uy) = 0.

Démonstration. Montrons que (u}c),, est bornée dans l'espace Dy, par rapport a . On
considere la fonction test v, = ”gc dans (2.80), nous avons donc

aac (Ujs, tys) = L(ugg).
En utilisant la continuité de la forme I(+) et la coercivité de a;5(+, ), on obtient
([ 112 + Jne (i, uze) < C.

Par conséquent, la suite (1)), est bornée dans D, indépendamment de .
On en déduit donc qu'il existe une sous-suite de (i) ), qui converge faiblement (donc
fortement, en dimension finie) vers une limite notée u;’, qui appartient a

(KerJ;, x KerJ,x) NKerJ,c = V.

En passant a la limite dans (2.80), on obtient que u{° € Vj, est solution du probleme
limite suivant :
MZO S Vh adc(uff,vh) = L(’()h), VZ)h € Vh-

D’apres la définition de V},, il vient que
Jin(u’ s o) = Jex (4, 0n) = Jue(uy’, o) = 0.
Comme V,u3’ et Vv, sont constants par morceaux, nous avons aussi
Ain(uy’, vp) = Aex(uy,v,) = D(uy,vp) = 0.

D’ott u;’ est solution de notre premiére formulation variationnelle (2.36).
Or, on a vu que celle-ci est bien posée d’ou

up = uy .

L'unicité de la limite assure que toute la suite (1)), est convergente. n

1 . .
Remarque 2.4.1. Dans [82], I'ordre de convergence — a été aussi établi (et ce, pour un pro-

bleme elliptique ou de Stokes) mais en absence d’interface. Ce résultat pourrait étre étendu au cas
NXFEM.
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2.5 Conclusion

En guise de conclusion de ce chapitre, nous avons démontré que les probléemes dis-
crets des deux approches traitées précédemment sont stables, et que I’erreur globale com-
mise par la méthode NXFEM pour les deux approches converge de maniere optimale
(voir le théoreme suivant). Une discussion entre les deux approches faisant intervenir la
méthode de Galerkin discontinue a été faite.

Théoreme 2.5.1. Supposons que la solution u du probleme (1.4) vérifie (u™,u*) € H?(Q") x
H?(Q¥). Soit uy, la solution du probleme variationnel (2.36) (respectivement (2.77)) sur I'espace
Vy, (respectivement Vy,), alors on a :

[t = up||] < Chlp?uly qinyer

ot C > 0 est une constante indépendante de h, de y et oit
tivement [[-]]).

|| - ||| désigne la norme ||| - ||| (respec-

Nous avons mis en évidence pour chaque cas la dépendance de la constante C en
fonction de la position de l'interface.

L’étape suivante, constituant le chapitre a venir, est de valider numériquement les
deux approches. Une attention particuliere sera portée au cas limite x = g — 0, qui
1
L
cependant que d'un point de vue numérique, les méthodes sont robustes par rapport a

la position de l'interface.

d’un point de vue théorique conduit a une estimation d’erreur en ; Nous verrons



Chapitre

Résultats numériques pour le
probleme elliptique

Dans ce chapitre, on présente des résultats numériques pour illustrer et valider les ré-
sultats théoriques développés dans le chapitre 2. On expose d’abord les formulations va-
riationnelles dans un cadre plus général avec des conditions aux limites non-homogenes,
ainsi que les cas tests envisagés. Puis, on s'intéresse a I'ordre de convergence de ces mé-
thodes par rapport au raffinement de maillage et a la robustesse par rapport a la position
de I'interface. Ensuite, on compare les deux méthodes non-conformes a la méthode NX-
FEM originale, avec les éléments finis conformes. Enfin, on présente la méthode DG et le
passage a la limite. Les deux méthodes développées ont été implémentées dans la librai-

rie C++ CONCHA.
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3.1 Préliminaires

Il s’agit ici de présenter les problemes variationnels discrets avec des conditions de
Dirichlet et Neumann non homogenes. Le triangle T (respectivement T) représente 1'é1¢-
ment courant (respectivement ’élément de référence). On désigne par P (respectivement
P) 1a partie courante (respectivement la partie de référence) coupée par la discontinuité,
et Fr (respectivement Fp) désigne la transformation affine allant de T vers T (respective-
ment P vers P ). La figure Fig. 3.1 illustre la transformation des maillages triangulaires
(coupées ou non coupées).

Fp fe T
3 Iy,
P

(a) Transformation totale (b) Transformation partielle

Fig. 3.1 — Transformation de maillages triangulaires

Les discontinuités considérées sont :

— Une droite d’équationax + by +c =0, a,b,c € R.

— Un cercle centré en (x, y.) et de rayon rq, d’équation : (x — xc)* + (y — y¢)? = 13.

Nous utiliserons dans la suite deux types de maillages dans la librairie :

— La triangulation est obtenue en divisant d’abord le domaine en carrés, puis en
décomposant chaque carré en deux triangles, voir Fig. 3.2(a). On obtient donc un
maillage triangulaire classique que 'on notera TC.

— La triangulation est obtenue en divisant d’abord le domaine en carrés, puis en
décomposant chaque carré en quatre triangles comme on peut le voir sur la figure
Fig. 3.2(b). L'avantage d'un tel découpage est que 'on a un maillage symétrique,
ce qui permet de déceler d’éventuels problemes plus facilement. On obtient un
maillage de type "CrissCross" qu’on notera par CC.

(a) Maillage de type "TC" (b) Maillage de type "CrissCross"

Fig. 3.2 — Maillages triangulaires

A chaque pas de raffinement, le pas de discrétisation h sera donc divisé par 2. On
notera N le nombre de triangles.
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Pour tout v;, € Vj,, 1a restriction de v}, sur th (i = in, ex) est une combinaison linéaire
des fonctions de base de V}, des triangles recouvrant ()’ pour i = in, ex.

Dans un triangle coupé, vy, |1 s’écrit de facon unique a 1’aide des fonctions de base
(@, @, @) de T’ (voir la section 2.2 du chapitre 2) :

3
oply = ) mi@;, i=in, ex. (3.1)
=1

De méme, pour tout v, € V}, la fonction v;, peut étre exprimée en utilisant la res-
triction des fonctions de base classiques de Crouzeix-Raviart aux triangles recouvrant ()’
pour i = in, ex:

3
Uh|Ti = Zm}gojhi, i= in, ex. (3.2)
j=1

La répartition des degrés de liberté est illustrée dans la figure Fig. 3.3.

(it )
m o ,.er ] T
(m{",m*) (min, mge)
(a) Degrés de liberté pour V, (b) Degrés de liberté pour V},

Fig. 3.3 — Degrés de liberté sur les mailles coupées pour les deux approches

On rappelle ci-dessous le probleme modele elliptique (1.4) donné dans la section 1.2
du chapitre 1, avec cette fois-ci des conditions de Dirichlet et Neumann non-homogenes :

—div (uVu) = f dans Q"UQO%,
u = up surlp,
uVaou = uy surl'y =090\Tp, (3.3)
[u] 0 surT,
uVau] = g surl.

On présente les formulations variationnelles que nous avons implémentées dans la
libraire C++ CONCHA.

- Modification des fonctions de base sur les triangles coupés

La méthode NXFEM pour la formulation variationnelle associée au probleme (3.3) se
met sous la forme suivante :

uy, € Vi, ap(up, o) = L(op), Yo, €V (3.4)
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avec les notations suivantes pour la forme bilinéaire et celle linéaire :

h(uh, Uh / quh VUh dx — /{yvnuh} Uh dS — /{yvnvh}[uh] (35)
QZVIUQ(’X
+AE//\Tuh Oy dS—f-)\DZ /thhds
TeT, 1y 653

/upvh ds,

(3.6)

eec‘:a

I(v,) = /fvhdx+/g{vh}*ds+/quhds—/yvnvhupds+/\p
Q T r r

ou A et Ap désignent des parametres des stabilisation sur I' et sur I'p indépendants de /.

Les conditions de bord de Dirichlet non homogenes sont traitées de fagon faible via
la méthode de Nitsche dans la formulation variationnelle et 'espace V), fait intervenir
uniquement des degrés de liberté sur les arétes intérieurs.

Pour cette approche, nous avons crée une classe C++, permettant de calculer les nou-
velles fonctions de base sur chaque maille. Nous avons aussi modifié les classes qui per-
mettent de calculer les intégrales sur les cellules coupées et les arétes du bord coupées
par l'interface I' aussi que sur I'. Les résultats sont stockés dans des matrices et vecteurs
locaux que 1'on assemble ensuite dans la matrice et second membre du systeme.

- Rajout des termes de stabilisation sur les arétes coupées

Dans ce cas, on rappelle qu’on conserve l'espace de Crouzeix-Raviart classique et
qu’on rajoute des termes de stabilisation. Le probléme approché obtenu via la méthode
NXFEM s’écrit comme suit :

u, € Vi, ap(uy,op) =1(vy), Yo, €V, (3.7)

ol la forme bilinéaire modifiée s’écrit de la maniére suivante :

an(up,vp) = ap(up,o0) + Y, ) y,/({Vnu};}e[vm+{an§1}e[u§1]) ds (3.8)

i=in, ex eglwf

+ 2 2 Yili=— | [7Touy,) [Tov),] ds. (3.9)
i= m exeegllcut |Tll‘+|TZr‘

On note que les conditions de Dirichlet non homogenes sont traitées de maniere faible
dans la formulation variationnelle par la méthode de Nitsche [100], ou1 I'espace V), est
décrit par des degrés de liberté uniquement sur les arétes intérieurs.

Nous avons créé des classes permettant d’effectuer, pour un jeu de variables donné,
des calculs d’intégrales sur les cellules et sur les arétes intérieures et de bord coupées,
ainsi que sur I' . Il s’agit ici d’intégrer tous les nouveaux termes; pour cela il a fallu en
particulier repérer, pour une aréte coupée donnée, les parties des triangles voisins.

3.2 Cas tests considérés

Il s’agit dans cette section de présenter les différents cas tests que nous envisageons
dans la suite pour valider les résultats théoriques du chapitre 2.
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- Solution exacte linéaire (interface droite)

On considere le probleme modeéle elliptique (3.3) out le domaine physique est le carré
Q =]0; 1[x]0; 1], dont l'interface de discontinuité I" est une droite d’équation x = 1/2
telle que

—div (uVu) =0 dans (),
‘ [u(1/2)] =0 surT,
]/linVnuln(l /2) — ]/leanuex(l /2) sur r.

L'interface I' sépare le domaine () a deux sous-domaine suivants :
in 1 ex 1
Q :]O;E[X]O;l[' Q :]E;l[x]o;l[.

On choisit pj, = pex = 1 et on impose des conditions de Neumann non-homogenes
eny = 0ety = 1sur I'y et des conditions de Dirichlet non-homogénesen x = Oetx =1
sur I'p (cf. Fig. 3.4) pour que la solution du probléme soit :

—5+4x+2y dans Qi

u(x,y) =
—5+4x +2y dans QO

Qin T Oer

'y

Fig. 3.4 — Domaine de simulation ()

- Solution exacte quadratique (interface droite)

Dans cet exemple, nous nous sommes inspirés du cas test proposé dans [75]. On consi-
dere le probleme modeéle elliptique (3.3) out le domaine de simulation est le carré unité
Q =]0; 1[x]0; 1. L'interface de discontinuité I' est une droite d’équation x = 1/2, voir
Fig. 3.4. Nous cherchons une solution indépendante de y, d’ot les équations ordinaires
suivantes :

d du
i:gll,ex Ix (yl dx) =1 dans (),
u(1/2)] =0 surl,
duin ducx

P‘inﬁ(l/z):,ﬂexﬁ(l/Z) sur I'.
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Ce probleme admet la solution exacte suivante :

3]41'71 + HUex Y — x?

si x<1/2,
4;”12” + dpintex 2Uipn

u(x) =

Mex — Pin + Bptin + pex)x X7

4;“%9( + 4,uin,u€x Z,Uex

si x>1/2.

La solution u(x) satisfait alors des conditions de Neumann nulleseny =0 ety = 1.
Nous choisissons dans ce cas test yj, = 1/2, pex = 3.

- Solution exacte quadratique (interface courbe)

Dans la suite, pour faciliter les comparaisons, nous considérons le cas-test cité dans
[75] et [88]. Ce cas-test a déja été implémenté la libraire C++ CONCHA lors d'une ap-
proximation par éléments finis conformes.

On considere le probleme elliptique (3.3) ot le domaine de simulation est le carré
unité Q) =] —1; 1[x] —1; 1[. On définit l'interface courbe I par le cercle centré a 1’origine
de rayon g = 3/4 et on considere les coefficients de diffusion y;, = 1 et po = 10°.
Notons que les coefficients sont fortement discontinus. L'interface I' sépare le domaine ()
a deux sous-domaine suivants :

Q" ={(xy) : P+y* <rg}, O ={(xy) : ¥ +y* >r5}

Les conditions de bord de Dirichlet sont prises en x = +1 ety = +1 et le saut du flux
[4V,u] = 0sur T pour que la solution exacte soit

72

— si r<ryp,

u(x,y) = ilzm_ 2 2

0 0

—+— si r>ny.

Hex Win

Le second membre vaut f = —4. La figure Fig. 3.5 illustre le domaine physique :
Qe
€T
Q
T

Fig. 3.5 — Probleme physique dans ()

Pour tester la prise en compte des sauts sur I' dans les formulations variationnelles
pour les deux approches développées, nous proposons les deux cas tests :
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- Solution exacte avec [u] = —0,25 sur T
Soit le probléme modéle dans le domaine de simulation Q) =] —1; 1[x] —1; 1[:
—div (uVu) = f dans Q" U Q%,
U = up sur dQ),
[u] —-0,25 surT,
(uVaul = 0 sur T

ol 'interface I est une droite d’équation x = xo = 0, 74.
On choisit les données de telle sorte que la fonction

2

x—‘ si x < X,

ury) =9 M,
04 20 4025 si x> xp,

Hex Win

soit une solution exacte.
Prenons les coefficients de diffusion p;,, = 1 et ji.x = 10°. Les conditions de bord sont
de type Dirichlet et le second membre est f = —2.

- Solution exacte avec [uV,u] = —0,25sur T’

Comme précédemment, on considere le carré unité 3 =] —1; 1[x] — 1; 1[ comme
domaine physique, I'interface droite I' d’équation x = xy = 0.74. On considére a présent
le probléme :

—div (uVu) = f dans Q" U Q°,
u = up sur dQ),
[u] 0 sur I,
(uVau] = —0.25 surl.

Les données sont choisies telles que

x2

"[,[7- si X é X0,
u(x,y) = L 2
X-— X X X —X
04+ 20 4025 0 si x> x,
,uex ,uin Vex

soit une solution exacte.
On prend les coefficients y;, = 1 et pey = 10%. Les conditions de bord sont de type
Dirichlet et le terme source est f = —2.

3.3 Premiere approche : modification des fonctions de base sur
les triangles coupés

Ce paragraphe s’organise en trois parties : dans la premiere, on vérifie et on valide la
méthode pour des solutions exactes (linéaire et quadratique) pour une interface droite.
La deuxiéme partie s’'occupe de 'ordre de convergence et de la comparaison de la solu-
tion analytique avec celle discrete. La derniere partie est consacrée a la robustesse de la
méthode par rapport a la fois a la position de I'interface et aux coefficients de diffusion.
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Conformément a 1'étude de la stabilité de notre approche, on choisit les parametres
de stabilisation suffisamment grands, Ap = 100 et A = 100. Nous rappelons ici que la
norme énergie est définie par :

Tr|
e = wnl[? o= Ml =l + 3o V(= w) e + 30 Arll = wal G-
Tef];ll" ThT Tef];ll"

3.3.1 Tests de validation

Nous avons validé la méthode d’abord pour une solution exacte linéaire, puis quadra-
tique dans le cas d'une interface droite. Ensuite, nous nous somme intéressés a comparer
les résultats de notre approche a ceux de la littérature [75].

- Solution exacte linéaire (interface droite)

On considere la solution linéaire de la sous-section 3.2 avec une interface droite. Pour
différentes valeurs des coefficients ji;, et j.,, on retrouve que les erreurs en norme énergie
et norme L2 sont nulles (zéro machine). On présente les deux erreurs dans le tableau Tab.
3.1 pour des coefficients p;,;, = prex = 1.

N o —wpll| | = willomuns

64 2,85-10~14 78110 7

256 | 3.64:10°1 6,08 10 ™
1024 | 6531074 13710 ™
409 | 1931071 45610 ™
16384 | 3241071 6,810 *

Tab. 3.1 — Erreurs : solution exacte linéaire

- Solution exacte quadratique (interface droite)

On considere ici la solution quadratique de la sous-section 3.2 avec une interface
droite. On présente les deux erreurs dans le tableau Tab. 3.2 pour des coefficients y;, =
0,5 et pex = 3. On retrouve 'ordre de convergence optimal pour notre approche.

N lu — uyl|| ordre |10 — up || g, qimurer ordre

64 3,52-1071 — 2,63-1072 —

256 1,60-1071 1,13 5,34-1073 2,30
1024 7,98-1072 1,00 1,29-103 2,05
4096 4,02-102 0,99 3,18-1074 2.02
16 384 1,99-102 1,01 7,67-107° 2.05

Tab. 3.2 — Erreurs : solution exacte quadratique
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3.3.2 Test de comparaison - ordre de convergence

Afin de valider la méthode pour une interface courbe, nous étudions 1’ordre de conver-
gence sur le cas-test suivant : la solution exacte quadratique dans le domaine de simu-
lation Q) =] —1; 1[x] — 1; 1[. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur au para-
graphe 3.2 et aux articles [75,88].

- Solution exacte quadratique avec interface courbe

On montre dans le tableau Tab. 3.3 les erreurs en norme énergie et norme L? obtenues
pour u — uy en fonction du nombre de triangles N pour un raffinement uniforme. On
présente les erreurs et l'ordre de convergence r,i.e O(h") = O(N~"/2) ottr = log, p, p est
le rapport entre ’erreur sur la maille N et l'erreur sur 4N éléments.

N =l ordre | fu—uplloquqe | ordre
64 3.43-1071 — 3,13-1072 —
256 1,53-107! 1,16 5,40-1073 2,53
1024 7,61-1072 1,01 1,28-1073 2,08
4096 3,79-1072 1,01 3,20-107% 2,00
16 384 1,87-1072 1,02 7631073 2,06
65 536 9,31-103 1,01 1,90-10° 2,01

Tab. 3.3 — Erreurs : solution exacte quadratique avec interface courbe

On retrouve bien numériquement 1’ordre de convergence O(h) pour la norme énergie
et O(h?) pour la norme L?, c’est-a-dire

[ —uplll = OC),  [lu—wy

O,Qin uQex — O (hz ) .

On trace maintenant, en échelle logarithmique, les droites de meilleure approxima-
tion des erreurs obtenues. Nous retrouvons dans la figure Fig. 3.6 I'ordre de convergence
théorique.

A titre indicatif, nous présentons également la répartition de I’erreur en norme éner-
gie et de 'erreur en norme L? dans la figure Fig. 3.7 pour N = 16 384. La solution consi-
dérée ne présente pas de singularité, et la discontinuité est correctement approchée. Les
erreurs sont plus grandes dans les triangles coupés, la o1 la solution varie le plus.

Energy norm

1.9836-06 L2 norm
E E2.6169-10
—1.5e-6 E
g —2e-10
-9.9e-7
E | -1.3e-10
“5c-7
—6.5e-11
5.298e-11
8.935e-20
(a) Norme énergie (b) Norme L2

Fig. 3.7 — Répartition de la norme énergie et la norme L? de l'erreur pour N = 16384
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Convergence des erreurs
leére approche : modification des fonctions de base

m——aNorme énergie
*——Norme L2

0,1—

0,01 -

log(Erreurs)

0,001 —

0,0001 —

1e-05 I I I

10 10 10° 10 10
log(N)

Fig. 3.6 — Ordre de convergence en norme énergie et en norme L2

Pour cet exemple, Hansbo et al. [75] et Becker et al. [12] montrent également une figure
donnant ’élévation de la solution approchée avec leurs méthodes basée sur les éléments
finis conformes. La figure Fig. 3.8(a) illustre la méme élévation avec notre méthode des
éléments finis non-conformes pour un nombre de maillage qui vaut N = 65 536.

On présente également un exemple de maillage pour N = 1024, voir Fig. 3.8.

Solution discréte

E5.639e-01

1

=
i
-
W

e
e
=]
(=5}
~J

=0.118

E-3.082e-02

(a) Elévation de notre solution (b) Maillage de O

Fig. 3.8 — Simulation sur Q) =] — 1;1{x] — 1; 1 pour un maillage CC

- Comparaison de notre approche avec celle des éléments finis conformes

Nous présentons également les erreurs et les ordres de convergence de la méthode
NXFEM développée dans [12] avec des éléments finis conformes, voir Tab. 3.4. En com-
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parant les tableaux Tab. 3.3 de notre approche avec le tableau Tab. 3.4, on obtient les

meémes ordres de convergence et les erreurs en norme énergie et en norme L? sont de
méme ordre.

N 1t — | ordre | [lu—wylloquuqs | ordre
64 3,45-107! — 1,500-1072 —
256 1,68-1071 1,035 6,27-1073 2,176
1024 8,03-102 1,063 1,41-1073 2,153
4096 3,95-102 1,021 3,38-107% 2,060
16 384 1,97-1072 1,007 8,21.107° 2,039
65 536 9,82:10~2 1 2,02:107° 2,021

Tab. 3.4 — Erreurs : solution exacte quadratique avec interface courbe

- Comparaison avec la solution exacte

Nous représentons ici les solutions exacte et approchée. D’un point de vue qualitatif,
nous pouvons voir que la solution calculée est trés proche de celle exacte. Ce résultat est
confirmé en comparant les coupes diagonales des deux solutions, voir Fig. 3.10.

Solution exacte

5.639e-01 Solution discréte
E 5.639-01
Z0.423 £0.446
[3%) E E
E0.282 [{=)}] E0.297
50.141 %0.149
E0.0006+00 E-3.082e-02
- . -0.5 -1
(©x% (©X)
(a) Solution exacte (b) Solution approchée (N = 65536)

Fig. 3.9 — Comparaison entre la solution exacte et celle approchée

- Solution exacte avec [u]| = —0,25

Comme précédemment, le tableau Tab. 3.5 récapitule les erreurs en norme énergie et
en norme L? en fonction du nombre de mailles.
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Coupe diagonale des solutions

— Solution exacte
& © Solution discréte (1ére méthode) 4

01 T T T T T

Fig. 3.10 — Comparaison entre la coupe diagonale de la solution exacte et celle de la solution discrete

N 1 = ull] ordre | [u—wllyqnge | ordre
64 3,45-107! — 2,83.102 —_
256 1.68-107! 1,03 6,27-1073 2,17
1024 8,03-102 1,06 1,41-1073 2,15
4 096 3,95-102 1,02 3,38-107% 2,06
16 384 1,97-102 1,01 8,21.10°° 2,04
65 536 9,82:103 1,00 2,02:1075 2,02
Tab. 3.5 — Erreurs : solution avec saut [u] = —0,25

Comme précédemment, on représente le logarithme des erreurs en fonction du lo-
garithme du nombre de triangles. Le tableau Tab. 3.5 et les courbes de convergence
confirment le bon traitement de la condition [u] # 0.

Convergence des erreurs

*—% Norme L2
0,1+

- 0014

log(Erreus

0.001 <

0.0001 ~

10' 10° 10° 10" 10°
log(N)

Fig. 3.11 — Ordre de convergence en norme énergie et en norme L

- Solution exacte avec [uV,u] = —0,25

De méme, on donne les erreurs et les ordres de convergence dans le tableau :
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N |2 — up]|| ordre llu — upllo,qinuqer ordre
64 3,43-107! — 2,78-1072 —
256 1,68-1071 1,03 6,23-1073 2,16
1024 8,06-1072 1,06 1,40-1073 2,15
4096 3,97-1072 1,02 3,37-1074 2,06
16 384 1,98-1072 1,01 8,20-107> 2,04
65 536 9,88-103 1,00 2,02-107° 2,02
Tab. 3.6 — Erreurs : solution avec saut du flux [uVu] = —0,25

Convergence des erreurs

3—1 Norme énergie
#—# Norme L2

log(Erreurs)

0,0001 -

1e-05 T T T

10* 10° 10 10"
log(N)

Fig. 3.12 — Ordre de convergence en norme énergie et en norme L2

La condition [pV ,u] # 0 est correctement prise en compte dans la formulation varia-
tionnelle, voir la figure Fig. 3.12.

On conclut que I'approche "modification des fonctions de base sur les triangles cou-
pés" basée sur NXFEM conduit a une bonne approximation de solution. Elle permet d"ob-
tenir 'ordre O(h) en norme énergie et I’ordre O(h?) en norme L? pour le probléme varia-
tionnel (2.36).

3.3.3 Robustesse

Pour illustrer la robustesse de 1'approche développée avec les éléments finis non-
conformes, nous avons deux points a tester : la robustesse par rapport aux coefficients
(Min, fex) et celle en fonction de la géométrie de l'interface. De ce fait, nous avons choisi
une forte variation des coefficients pour vérifier le premier point. En ce qui concerne
le deuxiéme point, nous avons translaté la discontinuité sur un maillage fixe de type
"TC”, afin de tester l'influence du rapport des longueurs des arétes coupées a et  sur
la convergence de notre méthode. Puis, nous avons comparé les normes sur les cellules
coupées par l'interface.

Pour valider nos résultats par comparaison avec ceux de la littérature, nous nous
sommes inspirés du cas test proposé dans [75, 88]. Considérons le probleme elliptique
(1.4) avec g = 0. On se place maintenant sur le carré unité () =|0; 1[x]0; 1[ et on note
I'e := x, x [0; 1], € > 0 l'interface droite qu’on fera bouger en fonction de .
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Les données choisies sont de telle sorte que la fonction quadratique u définie par

X .

— six < Xxg,

Win

u(x,y) =

xr—x2 X2

+ — Ss1Xx > Xg,
Hex Hin
soit solution exacte du probleme (3.3), avec des conditions de raccord nulles [u] = 0,

[uV,u] = 0surT et des conditions du bord de Dirichlet.

1
On fixe un maillage de type "TC" avec N = 512, ce qui donne h = |e| = 16 la
longueur d’une aréte. Pour éviter le probléeme des conditions du bord de Dirichlet, on
1 Ke . . . Ty
considere x, = 1 +eavece = 6 Ca implique a; = B¢ = 16¢ sur le triangle inférieur et
ae = Be = 1 — 16¢ sur le triangle supérieur, voir Fig. 3.13 qui donne .
On prend d’abord pu;, = 1, pex = 10 et on fait bouger la position de l'interface sur la

maille fixe avec N = 512 tel que a, varie de 5- 107! a 10~°. La figure Fig. 3.13 illustre la
position de I'interface I'; et le rapport des arétes coupées.

I'e I'e
@ umnn
€
1
€| =16

Fig. 3.13 — Position de l'interface : zoom du maillage de type TC sur une maille coupée

Le tableau Tab. 3.7 montre les erreurs dans les normes | - |+, || - ||« et || - || pour u — 1y,
calculées uniquement sur les cellules coupées pour différentes valeurs de e. On note que
les normes ci-dessous sont définies comme suit :

=2 =) 12V (u =)l 1,

TeT,f

[ —upll2 =Y I —upllgr
TeT,}

lu— w3 =Y Arllu—unll§r-
TeT,f

On montre aussi dans le tableau Tab. 3.7 les erreurs globales sur Q).



3.4 Deuxiéme approche

: rajout des termes de stabilisation sur les arétes coupées

[t = unlo,qimucer

Qe [ —upls | [ —wplle | flu—wunlla | [lu—wpll]
5.107! | 9,498-1073| 2,920-10~* | 2,521-1073 | 1,134-10! 2,357-1073
10~ | 1,247-1072| 4,244-107* | 3,508:1073 | 1,137-10°! 2,372:1073
1072 | 1,376:1072| 4,722-10~* | 4,035-1073 | 1,139-10°! 2,380-10°*
10-3 | 1,390-1072| 4,773-10~* | 4,093-1073 | 1,139-10°! 2,381-10 2
1074 | 1,392-1072| 4,778-107* | 4,099-1073 | 1,139-10~! 2,381-10°7

Tab. 3.7 — Variation de la position de 'interface : erreurs (y;;, = 1, pex = 10)

On s’intéresse maintenant au cas ou les coefficients sont fortement discontinus
Pin = 0,1; tex = 10° et on fait bouger la position de l'interface sur la maille fixe avec
N = 512 tel que a, varie entre 0,5 et 10°. On présente dans le tableau Tab. 3.8 les erreurs

calculées.

e = upls | e —uplls | e —wplla | |Ju—wunll] | = unlloonuae
5.10~! | 1,561-1072| 6,553-10~* | 6,987-1073 | 3,387-10! 2,399-10°*
10~! | 3,559-1072| 2,338-1073 | 1,229-10~2 | 3,403-10~" 2,393-107°
10~2 | 4,080-1072| 2,890-10~3 | 1,388-10~2 | 3,409-10~! 2,396-10~7
10~3 | 4,133-1072| 2,949-1073 | 1,405-1072 | 3,410-10°! 2,397-10~7
104 | 4,139-1072] 2,955.103 | 1,407-10~2 | 3,410-10~" 2,397-10~*
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Tab. 3.8 — Variation de la position de l'interface : erreurs (pj;, = 0.1, pex = 105)

Comme la solution exacte choisie dépend de la position de l'interface, la méthode
montre une légere augmentation de l'erreur lorsqu’on déplace l'interface de la droite
vers la gauche (i.e. ¢ diminue), voir Fig. 3.13 et Tab. 3.7, c’est-a-dire lorsque a, devient de
plus en plus petit.

On conclut donc que la méthode "modification des fonctions de base " pour les élé-
ments finis non-conformes est numériquement robuste par rapport a la position de 1'in-
terface, indépendamment du rapport entre les parametres de diffusion, voir Tab. 3.7 et
Tab. 3.8.

Ces résultats numériques nous permettent de croire que I'estimation d’erreur théo-
rique pourrait étre améliorée par rapport a la position de l'interface I'.

3.4 Deuxiéme approche : rajout des termes de stabilisation sur
les arétes coupées

On s’intéresse d’abord a valider la deuxiéme approche pour des solutions exactes
sur un domaine physique contenant une interface droite. Ensuite, on utilise un cas test
de [75] pour comparer nos résultats a ceux des éléments finis conformes. Enfin, on étudie
la robustesse de notre approche par rapport a la fois aux coefficients de diffusion et a la
position d’interface.

On choisit les parametres de stabilisation suffisamment grands, A = Ap = 100 et
Yin = Yex = 300. On rappelle ici que la norme énergie est définie par :

[ = wn])> = (|1 = | |1? + Jin (s = vy 1t = 1) + Jou (1 — iy, 1 — 1),
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3.4.1 Tests de validation
- Solution exacte linéaire

Il s’agit ici de valider la deuxiéme approche pour la solution exacte linéaire du para-
graphe 3.2. On retrouve que les erreurs en norme énergie et norme L? sont nulles pour
différentes valeurs des coefficients y;, et y.x. On présente les deux erreurs dans le tableau
Tab. 3.9 pour des coefficients y;, = pex = 1.

N [ — ua]] [t = unllo,qinuae
64 9,11-10713 3271013
256 3,62:10713 1,07-10°13
1024 4,28-10713 1,17-10°13
4096 1,89-1012 7,62:10~13
16 384 1,53-10712 6,10-10 1

Tab. 3.9 — Erreurs : solution exacte linéaire

- Solution exacte quadratique avec interface droite

On reprend le méme cas test que dans la sous-section 3.2 avec une interface droite.
On présente les deux erreurs dans le tableau Tab. 3.10 pour des coefficients y;,, = 0,5 et
Hex = 3. On retrouve l'ordre de convergence optimal pour cette approche.

N [[u — up]] ordre lu — uplloqimuaer ordre

64 1,06 — 3,29-107! —

256 5,29-10~! 1,01 8,75-102 1,91
1024 2,64 1071 1,00 2,27-1072 1,95
4096 1,32:1071 1,00 5,78-1073 1,97
16 384 6,58-102 1,00 1,46-1073 1,99

Tab. 3.10 — Erreurs : solution exacte quadratique (interface droite)

3.4.2 Test de comparaison - ordre de convergence

Pour tester cette méthode d’approximation sur une interface courbe, on procéde main-
tenant au cas test d"une solution exacte donnée dans la section 3.2. Dans ce cas, on utilise
la formulation variationnelle (2.77) du chapitre 2 ot a,(-,-) et I(-) sont définies respec-
tivement dans (3.8) et (3.6). C’est-a-dire on résout le probleme variationnel en utilisant
les éléments finis de Crouzeix-Raviart et on rajoute des termes de stabilisation a la forme
bilinéaire définie dans la premiere méthode.

- Solution exacte quadratique avec interface courbe

Comme précédemment, le tableau Tab. 3.11 récapitule les résultats obtenus par la
méthode de rajout des termes de stabilisation sur les arétes coupées. Ici, les parametres
de stabilisation associés aux termes de stabilisation valent : 7;,, = y.x = 100.
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N [[u — uyl] ordre llu — uplo,qinuqer ordre

64 3,95-10~! — 3,21-1072 —

256 1,67-1071 1,24 6,11-1073 2,39
1024 7,91-102 1,08 1,36-1073 2,16
4096 4,88-102 1,03 3,24-107* 2,07
16 384 1,98:102 1,05 7,70-10° 2,07
65 536 9,87-103 1,04 2,71-107° 2,05

Tab. 3.11 — Erreurs : solution exacte quadratique (interface courbe)

Les résultats numériques obtenus sont en accord avec la théorie, c’est-a-dire :
[ —up]l = Oh), |l — uyllgnune = OF?).

On montre ensuite les courbes représentant le logarithme des deux erreurs, en fonc-
tion du logarithme du nombre d’éléments. On retrouve numériquement les ordres de
convergence optimaux prouvés antérieurement (voir Fig. 3.14). La figure Fig. 3.15 repré-
sente 1’élévation de la solution pour un nombre de mailles N = 65536 .

Convergence des erreurs
2eme approche : rajout des termes de stabilisation

E—=a Norme énergie
#—* Norme L2
0.1+

0,01

log(Erreurs)

0,001

0,0001

1e-05 T T T

Fig. 3.14 — Convergence de l’erreur en norme énergie et norme L?

Solution discréte
E5.639e-01

-2.419e-02

Fig. 3.15 — Elévation de la solution sur QO =] —1; 1[x] —1; 1]

Pour cette méthode, nous donnons également la répartition de ’erreur en norme éner-
gie et I’erreur en norme L? pour N = 16384 dans la figure Fig. 3.16. Nous avons retrouvé
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que cette répartition d’erreur est similaire a celle obtenue dans le paragraphe précédent
pour la premiére approche.

Energy norm L2 norm
E2.9546-05 E2.390e- 12
=2.2e-5 “1.8e-12
~1.5-5 1.2e-12
=7.46-6 “6e-13
8.477e-10 E1.6449-]9
(a) Norme énergie (b) Norme L2

Fig. 3.16 — Répartition de la norme énergie et la norme L?, N = 16384

Nous avons obtenu des résultats semblables pour différentes valeurs de y;, et ey, ce
qui confirme, comme nous l'avions prévu théoriquement, que la valeur des parametres
Hin et pex n'a pas d’influence sur la vitesse de convergence. La figure Fig. 3.17 représente
les courbes d’erreur obtenues pour y;, = 10, p;,;, = 10° et par une approximation P! pour
la vitesse dans les deux approches.

Convergence des erreurs

G—=aNorme énergie
#——+Norme L2

0,01 —

log(Erreurs)

0,001 —

0,0001 —

1e-05 T T T

10 10° 10° 10 10°
log(N)

Fig. 3.17 - Convergence de l’erreur en norme énergie et en norme L? : coefficients fortement discontinus

Comparaison avec la méthode des éléments finis conformes

Comme précédemment, on montre dans le tableau Tab. 3.12 les erreurs et les ordres
de convergence de la méthode NXFEM développée dans [12] avec des éléments finis
conformes. En comparant le tableau Tab. 3.11 de notre approche avec le tableau Tab. 3.12,
on obtient les mémes ordres de convergence et les erreurs en norme énergie et en norme
L? sont de méme ordre.
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N [ — un ]| ordre |1 = o, cmucrer ordre

64 3,45-107! — 1,500-10~2 —

256 1,68-1071 1,035 6,27-1073 2,176
1024 8,03-10~2 1,063 1,41-1073 2,153
4096 3,95-102 1,021 3,38-107* 2,060
16 384 1,97-1072 1,007 8,21-107° 2,039
65 536 9,82-10~2 1 2,02:107° 2,021

Tab. 3.12 — Erreurs : solution exacte quadratique avec interface courbe

Comparaison avec la solution exacte

Nous présentons ici les solutions exactes et approchées pour nos problémes variation-
nels associés a la deuxieme approche. De méme, on remarque que la solution calculée est
tres proche de celle exacte et leurs profils le long d"une diagonale coincident également ;
la figure Fig. 3.19 montre que les deux solutions sont superposées.

Solution exacte

5.639e-01 Solution discréte

E E5.639e-01
<0.423 “0.417
©v E E
0.282 ©n E
E Lo27
Z0.141 S0.123
E0.000e+00 E-2.419e-02
0.5 -1 . -0.5 -1
©% ©%
(a) Solution exacte (b) Solution approchée (N = 65536)

Fig. 3.18 — Comparaison entre la solution exacte et celle approchée

Coupe digonale des solutions

— Solution exacte r
o Solution discréte (2me méthode)

Fig. 3.19 — Comparaison entre la coupe diagonale de la solution exacte et de la solution discrete
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- Solution exacte avec [u]| = —0,25

En utilisant la méthode de rajout des termes de stabilisation sur les arétes coupées,
les courbes de convergence de la figure Fig. 3.20 confirment que la condition [u] = —0,25
est correctement prise en compte par la méthode.

Convergence des erreurs

- )
#—% Norn

0,1

0,01

log(Erreurs)

0,001 o

0,0001 o

le-05 T T T

Fig. 3.20 — Ordre de convergence en norme énergie et en norme L? ([u] # 0 sur T

- Solution exacte avec [V ,u] = —0,25

De méme, on présente les courbes de convergence pour cette solution. La figure Fig.
3.21 montre que la condition [pVu] = —0,25 est correctement traitée dans le probleme
variationnel.

Convergence des erreurs

log(Erreurs)

00014

0,0001 -

1e-05 T T T

10°
log(N)

Fig. 3.21 — Ordre de convergence en norme énergie et en norme 12

3.4.3 Robustesse

Pour tester la robustesse de cette méthode; nous procédons de la méme facon que
dans le paragraphe 3.3.3, c’est-a-dire nous traitons la robustesse par rapport aux coeffi-
cients (pin, Hex) €t & la géométrie de I'interface.

Ces tests nous permettent de justifier 'efficacité de nos améliorations et sont effec-
tués pour des maillages triangulaires. Pour cela, nous considérons le méme cas test du
paragraphe 3.3.3, et nous avons pour un maillage fixe de type "TC" (N = 512). Dans
les tableaux ci-dessous, on présente les erreurs dans les normes | - |., || - || et || - |1 pour
u — uy, calculées uniquement sur les cellules coupées. On rappelle que les normes ci-
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dessous définies par :

|u_uh‘i = Z Hyl/zv(”_”h)ng),T"’_L‘n(”_”h/”_uh)+]ex(”_”h/”_”h)/

TeTr

lu =l =3 Nu—wnllg .
TeTr

lu— w3 = Y Arlllu—wulr-
TeTr

On traite d’abord le cas o1 les coefficients sont proches p;, = 1 et p.r = 10 et on fait
bouger la position de l'interface sur la maille fixe avec N = 512 tel que a, varie entre 0,5
et 107°. Le tableau Tab. 3.13 présente les erreurs globales sur Q).

e u—uple | N —wplle | e =wlla | e —wnll] | = nllogmoge
0,5 |1,756:1072| 4,866-10~% | 2,923-107% | 1,241-10! 2,457-107°
1071 | 1,648-1072| 4,985-107* | 3,754-1073 | 1,243-107! 2,472:107°
1072 | 1,676-1072| 5,375-107% | 4,017-1073 | 1,246-107" 2,460-102
1073 | 1,142-1071| 5,664-107% | 4,026-107% | 1,246-10~" 2,465-10 2
1074 | 1,144-1071| 5,668-107* | 4,235-107% | 1,246-10~" 2,465-1072

Tab. 3.13 — Variation de la position de l'interface : erreurs (pj,, = 1; ptex = 10)

On traite maintenant le cas ol les coefficients sont fortement discontinus et on fait
bouger la position de l'interface sur la maille fixe avec N = 512 tel que a, varie entre 0,5

et 107°. On présente dans le tableau Tab. 3.14 les erreurs calculées.

e u—upls | u—wuplle | fu—uplla | [e—ugll] | e = unllogmooe
0,5 | 1,735:1072| 6,871-10~* | 7,564-103 | 3,492:10°! 2,411-1077
10-! | 4,274-1072| 3,091-1073 | 1,349-1072 | 3,516:10~! 2,412:10°7
1072 | 4,168-1072| 3,397-1073 | 1,479-10°2 | 3,524.10°! 2,417-10°7
103 | 4,201-1072| 3,478-1073 | 1,526-10~2 | 3,527-10"! 2,419-10°7
104 | 4,209-1072| 3,486-107° | 1,531-10°2 | 3,527-10"! 2,419-10°2

Tab. 3.14 — Variation de la position de l'interface : erreurs (y;, = 0,1; prex = 10°)

La solution analytique dépend de la position de I'interface, alors la méthode "rajout

des termes de stabilisation sur les arétes coupées " montre une légére augmentation de
'erreur lorsque l'interface se déplace de la droite vers la gauche, voir Fig. 3.13 pour tout
a, < 107°.

On conclut que notre méthode conduit a des erreurs lorsque l'interface s’approche de
I'aréte du de maillage, voir Tab. 3.13 et Tab. 3.14. Elle est numériquement robuste pour
par rapport a la position de l'interface, indépendamment du rapport entre les parametres
de diffusion.

3.5 Lien entre les approches : passage a la limite

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la relation entre la formulation DG (2.80) et la
premiere approche lorsque les parametres de stabilisation ;,, Yex et ync tendent vers co.
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On considere le cas-test 3.2 de [75,88]. On utilise le méme domaine de simulation que
précédemment, ) =] — 1; 1[x] —1; 1] et un maillage fixe composé de 16 384 triangles.

Nous avons tracé la solution obtenue par la méthode de Galerkin discontinue pour
différentes valeurs de v = ¥i;, = Yex = Ync et la solution de la premiere approche, voir la
tigure Fig. 3.22.

Plus v augmente, plus la solution obtenue avec la méthode de Galerkin discontinue
est proche de celle obtenue avec la premiere méthode, comme on peut le voir dans la
figure Fig. 3.22 olt nous avons montré une coupe diagonale des solutions. Cet exemple
illustre bien la convergence de la méthode de Galerkin discontinue vers la méthode NX-
FEM avec modification de fonctions de base sur les triangles coupés.

Comparaison des solutions dG et la solution de la 1ére méthode

T T
0 20 40 60 80 100

Fig. 3.22 — Convergence de la solution dG vers la solution de la premiere approche

Pour étudier la vitesse de convergence par rapport a v de la méthode de Galerkin
discontinue vers la premiere méthode, il faudrait calculer I'erreur ||u]) - — uy|| pour diffé-
rentes valeurs de .



Chapitre

Approximation non-conforme d’un
probleme modele de Stokes

Ce chapitre a pour objectif d’étendre les deux approches traitées dans le chapitre 2,
au probleme de Stokes. Nous étudions 1’existence et 1'unicité de la solution des deux
formulations variationnelles associées au probléeme de Stokes en présence d’interface,
discrétisé par les éléments finis P!-non-conformes pour la vitesse et P’ pour la pression.
La condition inf-sup uniforme de Babuska-Brezzi est établie pour les deux formulations
variationnelles. Enfin, nous nous intéressons a I’estimation d’erreur a priori commise par

ces deux approches pour la vitesse et la pression.
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4.1 Probléme de Stokes avec une interface

On s’intéresse au probleme de Stokes qui décrit I’écoulement stationnaire de deux
fluides newtoniens, incompressibles dans deux domaines ()" et (), séparés par une
interface de contact lisse I'. Les équations régissant I’écoulement dans chaque milieu sont

les suivantes :
— Conservation de la quantité du mouvement :

—divt +Vp =f;

91
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— Conservation de la masse :
divu = 0; (4.2)

— Equation constitutive d’un fluide newtonien :
T =2uD(u); (4.3)

ouD(u) = % (Vu+ Vu') est le tenseur des vitesses de déformation et ot T est le
tenseur des contraintes visqueuses.

On considere le probleme modéle de Stokes modélisant I’écoulement de deux fluides
avec des viscosités différentes : Trouver la vitesse u : O — R? et la pression p : QO — R
telles que
—div(yVu) +Vp =f dans Q"UQ%,

divu =0 dans Q" UQ%,
u =0 surd(), (4.4)

[ul =0 surT,

[UWVu-n—pn] =g surl

ou u est la viscosité discontinue et strictement positive, supposée ici constante par sous-
domaine : y = y;, dans Q" et U = Mex dans Q.

On notera désormais u|n = u' et p|; = p' pouri = in, ex et [u] = (0" — u®*)|r. On
impose la continuité de la solution u le long de l'interface, mais on s’autorise un saut des
contraintes normales non-nul g € (H/?(T))? et une force f € (L?(Q))>.

Pour simplifier la présentation, on a considéré dans ce probléeme des conditions de
Dirichlet homogenes sur le bord du domaine ().

4.2 Formulation variationnelle et état de I’art

Dans cette section, nous définissons le cadre fonctionnel dans lequel nous allons dé-
finir la formulation faible du probleme (4.4).
Nous introduisons les espaces suivants et leurs normes associées :

Q=13p(Q) = {p e 13(Q): [ lpdx =0}, lploi= 0"l @3
Q

et
V= [H}(Q)]* = {ve [H(Q)?:v=0surdQ}, |[v]v:= |[u?VV|oqmuae  (46)
La formulation faible de (4.4) est la suivante : trouver (u, p) € V x Q tel que

a(w,v) +b(p,v) =Iv), Ve,
4.7)
b(q,u) =0, VqeQ

ol les formes bilinéaires correspondant respectivement a 1’opérateur elliptique de la vi-
tesse et celui du gradient de la pression sont définies comme suit :

a(u,v) = / uVu:Vvdx et b(p,v)= / pdivvdx.

QinyQex QinyQex
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Pour des fonctions f et g supposées régulieres, la forme linéaire I(-), donnée par

est bien définie.

Il est bien connu que la forme a(-, -) est coercive et continue par rapport a la norme
| - lv. Dans [101], les auteurs ont démontré que la forme b(-, -) satisfait la condition inf-
sup avec une constante C > 0 indépendante des coefficients de viscosité y;, et y.x sous
I'hypotheése suivante : il existe deux constantes strictement positives c et C telles que

¢ < pin < C, 0< UPex < C. (4.8)

Il est bien connu que le probleme (4.4) est bien posé et admet une unique solution
dans V x Q (voir [33]).

Dans le contexte d’approximation par des éléments finis conformes, plusieurs travaux
ont étés effectués sur le probleme de Stokes avec interface. En 2008, Becker et al. [16] ont
utilisé la méthode NXFEM avec le choix d’éléments finis (P!)? continus pour la vitesse et
P? pour la pression. La méthode proposée consiste a rajouter des termes de stabilisation
sur les arétes (faces) intérieures de 7, i = in,ex, basés sur le saut de la pression, de la
forme :

w(pan) = ) ), / Vi lpi) g} ds (4.9)

i=in,ex eggl

IIs ont montré que le probleme variationnel associé au probleme continu (4.4) est bien
posé et l'erreur a priori est d’ordre optimal pour 7;,, Yex > 0 suffisamment grands.

Il existe d’autres méthodes de stabilisation pour le probleme d’interface de Stokes
avec une viscosité homogene pour les deux milieux Q" et Q°* et égale a 1. On retrouve
la méthode de Nitsche avec recouvrement [93] avec des termes de stabilisation définis
comme suit :

Sh(uh, Phs Vi, qh) =/ Z h% /(—Auh + Vph)(—(xAvh + ,Bth) dx (4.10)
Te'];’i”t/inuTruTover,ex T

ot d > 0 et 7% est I'ensemble de maillages triangulaires classiques du domaine ()%,
et les parametres «, § prennent respectivement les valeurs { —1,0,1} et {—1, 1} ; pour plus
de détails, nous renvoyons le lecteur a [13, 14] et ses références.

Une autre méthode pour résoudre le probleme d’interface de Stokes ot ytj;, = pex =1
est la méthode de domaines fictifs avec des termes de stabilisation, présentée par Larson
etal. dans [92] . Cette méthode nécessite un rajout de termes de stabilisation pour prouver
qu’elle est consistante et d’ordre optimal.

Burman et Hansbo [34] ont proposé aussi une méthode d’éléments finis conformes
(P1)2 x P! pour le probléeme (4.4). Ils ont rajouté des termes de stabilisation de type
gradient pour la vitesse et la pression sur les arétes (faces) coupées par l'interface I'. Ils
ont prouvé que la méthode satisfait la condition inf-sup et que l'erreur d’estimation est
d’ordre optimal.

En 2014, Hansbo et al. [77] ont proposé une méthode NXFEM avec des éléments finis
(P! @ B)? x P! pour le probleme (4.4) oi1 B est I'espace vectoriel des fonctions « bulle
» (polyndme de degré 3 sur chaque élément, a support compact dans 1'élément) ; avec
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des termes de stabilisation du gradient de la vitesse et celui de la pression sur les arétes
coupées, définis comme suit :

Ip(pwoan) = ). Y #i 1h3/nF'VPZ][nF’V%] dx,

i=inex ec Fi

u(ap, vp) Z Z Z uih® /np Vuh] nr- Vvh]]d

j=li= mexge]-‘l

ot la valeur de s vaut 1 si l'interface ' coupe un élément du domaine T € 7,2 tel que

TNQ! # @. Dans le cas ot l'interface coupe une élément T € '7;;"””, la valeur de s est
égale a 3.

Avec ces termes de stabilisation rajoutés, les auteurs ont démontré que le probleme
discret est consistant et satisfait la condition inf-sup. En effet, le terme J,(-,-) assure la
coercivité de la forme bilinéaire associée au probleme variationnel et le terme J, (-, ) est
utilisé pour assurer la condition inf-sup. En plus, ils ont prouvé que la méthode est d’ordre
optimal.

Dans la suite, nous nous intéressons a étendre les deux approches développées dans le
chapitre 2 afin de résoudre le probleme (4.4) par la méthode NXFEM. L'avantage est que
la premiere approche, des fonctions de base modifiées, ne nécessite pas de terme de sta-
bilisation pour que le probléme variationnel soit stable. La deuxieme approche demande
un rajout de stabilisation sur les arétes coupées par l'interface. Ces termes de stabilisation
font apparaitre des moyennes pondérées et des sauts de vitesse uniquement sur les arétes
coupées, ainsi que de pression.

4.3 Premiere approche : fonctions de base modifiées

Dans le contexte des éléments finis non-conformes sur les triangles, nous nous inté-
ressons a résoudre le probléme d’interface de Stokes (4.4) en présence d’une interface.
Nous utilisons les résultats théoriques établis dans la section 2.2 du chapitre 2 pour les
équations de Darcy et on les étend au probleme de Stokes.

On considere maintenant 'espace d’approximation Vj, = V, x V), des éléments finis
Pl-non-conformes ot1 V}, est I'espace défini dans le paragraphe 2.2.2 du chapitre 2 pour
la vitesse u.

Ensuite, on définit Q) := Q! x Q%" I'espace produit d’approximation pour la pression
p, illustré en dimension 1 dans la figure Fig. 4.1, tel que

Q, ={g € L3(Q) : q|r € P(T),VT € T}'}, i=in, ex. (4.11)
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Pp h °
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— e
o er = QPT
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— @ Q€I r Qex
7 |
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h
er (T1ex
Tfex Qh (Th )
)

Fig. 4.1 — Espace produit Qj, : dédoublement de degrés de liberté.

4.3.1 Probléme discret - Existence et unicité

La formulation variationnelle associée au probleme (4.4) issue de la méthode de Nitsche
s’écrit : chercher (uy, py) € V), x Qy tels que

ap(wp,vi) + by (pr,ovi) = I(vi), Vv, €V,

4.12)
by(qn,uy) = 0, Vg, € Qp

ol les formes bilinéaires sont définies par :

ap(ap, vi) = ) /;MVuh : Vv, dx — /{yvnuh} - [vp] ds

TETin Tex
/ (1Vvi} - [ulds +A Y Ap / [wy] - [va] ds,
TGTF It
bu(pwvi) = — ) /PhdIVVh dx+/{Ph} vy, -
TeTmUTe 3

et la forme linéaire [;,(-) est donnée par :
lh(vh) = /f svpdx + /g . {Vh}* ds,
Q r

ol A > 0 désigne un parametre de stabilisation indépendant des coefficients de viscosité

et de la géométrie du maillage; At est le parametre donné par (1.14) dans le paragraphe
1.3 du chapitre 1.

Pour définir le saut et la moyenne pondérée a travers I', nous utilisons les coefficients

k" et k°* de [12] précisés dans le paragraphe 1.3 du chapitre 1. On ré-écrit donc, pour
toute fonction u :

{u} = k™" + k*u®, [u] = u” —u®. (4.13)

La forme bilinéaire ay,(-, -) est symétrique; ay(-,-), by(-,-), In(-) sont continues, pour
plus de détails voir [46,77]. a;,(+, -) est 'extension au cas vectoriel de la forme linéaire du
chapitre 2 pour les équations de Darcy.



96 CHAPITRE 4 : Approximation non-conforme d’un probléme modéle de Stokes

Nous rappelons ici les semi-normes et normes définies dans le paragraphe 1.2 du
chapitre 1:

ulf, = Y IVllBg, =Y w2 VdG g,
i=in,ex i=in,ex
Tz|
all? = Juli+ ) Aphy KuVaublGe, + Y Azl [u] l5r,- (4.14)
TeTt TeT]
On munit l'espace V}, des vitesses de la norme ||| - ||| et I'espace Q), de pression de la
norme suivante :
Iplia = 2 ln 2P l5q- (4.15)
i=in,ex

Existence et unicité de la solution du probléme discret

Pour établir 1'existence et 1'unicité de la solution du probleme mixte discret (4.12),
on va montrer que le probleme (4.12) vérifie les hypotheses du théoreme de Babuska-
Brezzi (cf. [33]). On va tout d’abord vérifier la coercivité de la forme a;(-, -) sur le noyau
discret Ker;,by, puis la condition inf-sup pour by, (-, -). On en déduira que le probleme (4.12)
est bien posé.

Dans la suite, si aucune spécification n’est donnée, les constantes C > 0 utilisées
sont indépendantes du parametre de discrétisation /, de la viscosité p = (pin, pex) et du
parametre de stabilisation +.

Continuité des formes a,(-,-) et by, (-, -)

Nous avons démontré dans la section 2.2.2 du chapitre 2 que la forme bilinéaire ay, (-, -)
est continue par rapport a la norme ||| - ||| sur V}, d’ou :

Lemme 4.3.1. Pour A suffisamment grand, il existe une constante C > 0 telle que
\ay(u,0)| < Cl||ul/||]0]|, Yu,v eV, (4.16)

Nous allons étudier maintenant la continuité de la forme bilinéaire by, (-, -). Il suffit

d’étudier le terme / {pn}[vy - n] ds. Par application de 'inégalité de Cauchy-Schwartz, il

r
vient que
1/2 1/2
1
/{ph}[Vh-n]ds < | X =g > Al n]llGr,
r T€77lr T TEEF
1/2 172
1
< | X o Hpu}llGr, > Arlitvalllgr,
TeT T TeTr
1/2
1
< | X el | el

TeT,t
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1 1 ‘
Alaide de — = | : | ,de 0 < k', k* <1 etde py constant sur T, nous avons
)LT yl-k1|l"T|

1 ’ | -1/2 ’ ’ —-1/2 1/2
—=IH{pn}lor; < 2P lorr + e 205 lorr < X N2 pillor
\/)\T ! |F | t ‘r ’ ' i=in,ex l

ce qui nous donne

vy -m]ds| < Cllpullalllvalll-

Nous en déduisons :

Lemme 4.3.2. I] existe une constante C > 0 indépendante de y telle que

bu(proon) < Clipnllualllonlll, ¥ (P on) € Qu X Vi (4.17)

Coercivité de la forme a; (-, -)

Nous avons déja démontré dans le chapitre 2 que la forme bilinéaire a; (-, -) est coer-
cive dans le cas scalaire (cf. Lemme 2.2.1). On utilise le méme raisonnement dans le cas
vectoriel et on obtient :

Lemme 4.3.3. Pour A suffisamment grand, il existe une constante C > 0 telle que
ap(up,wy) > Cllluy|?, Vuy € V. (4.18)

La forme bilinéaire aj,(, -) est donc coercive sur Vy, et pas seulement sur Kery,b;, .

4.3.2 Condition inf-sup

On s’intéresse maintenant a la condition inf-sup de la forme bilinéaire by (-, -) par rap-
port aux normes ||| - ||| et || - ||,,q. Pour ce faire, nous utilisons quelques idées de [46]
et [76]. On décompose p;, € Q, sous la forme p;, = fj, + p,, tels que

—i i 1 i
P = Top = |Qz‘ /P dx,
O

ceci qui donne o . '
Y 17, =0 et f, € LF(Q).

i=in,ex
Pour plus de clarté, nous précisons ci-dessous les étapes de la preuve :

1. On construit v, associé a f, tel que

bu(Pn o) > C Y i G o (4.19)

i= 171 ex

2. On construit v, associé a p;, tel que

bu(P9) > C Y i P05 o (4.20)

i= 171 ex

3. On cherche v, = ¥j, + v, avec 6 > 0 a préciser, vj, associé a py, tel que by (-, -)
satisfait la condition inf-sup.
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Etape 1:

On s'intéresse ici uniquement a pj, = (71", p¢*) € L5(QY") x L3(Q). Il est utile d’éta-
blir la majoration suivante :

Lemme 4.3.4. Nous avons, Vp, € Qn etV €V,

[ il{e}.ds

1/2
T
SCthHy,Q( Y “Tf“llﬂmq) H%,rT> - 4.21)
T

i=in,ex

Démonstration. Par application de 'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient que

' 1/2 1/2
klﬂkEX
[l ds| < e L B ) s o} e,
T Te I Te
D’une part, on a
kinkex kznkex
el e, < 275 — (i I3, + 1973, ) -
ki | T| 4
A l'aide de o T L de 0 < k', k** < 1etde p;, constant sur T, nous avons
T illr

kinkex ) ’ zn| ‘ ex‘ _12 )
TTH[Ph]Ho,rTSC Ty ‘HP HorT 7 ‘HP ||orT < Yl Ph||o,Tz‘~ (4.22)

i=in,ex

‘ : A
D’autre part, grace a {¢}. = k¢ + k"¢ et a k—IT = V|1|TZ|T|

nous avons

in ex ’r | 1/2 2
g B, <2 (G0 Ber + 2ol ) = & {1 B, 429

i=in,ex

Dans la suite nous aurons besoin de 1’estimation de la quantité \/; o — Lolor,-
Pour ce faire, nous nous intéressons d’abord au cas ot1 « et  sont bornées avec les nota-
tions du chapitre 2. Ensuite, nous distinguerons les cas limite traités dans le chapitre 2 :
x=pf—1leta=p—0.

Pour « et B uniformément "bornés” (i.e. 0 < ap <a <a; <1,0< B < B <P <1,
nous utilisons le théoreme de trace sur I'r et les propriétés de 1’opérateur d’interpolation
I;,. On obtient donc

T I'rlh
7]y givlor, < ¢/ Tl

1 . o o
= < [T (G IEY = (EW)lor + Ev = B(EV)hr

\Tr|hr
| T

<C |E'v|yr, VT e Tl

e Trlh Lo .
En utilisant | ‘TT‘,‘ L est borné, il s’en suit que

Tr|

T lv = Lvllor, < CIEVIr < Gilvh o (4.24)
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Nous nous intéressons maintenant aux deux cas limiteaw = , « — leta =, &« —
1. Ici, on détaille le cas limite « = B, « — 1; pour l'autre cas, on utilise le méme rai-
sonnement avec l'inégalité de trace. Sur la partie T" nous utilisons le théoréme de trace
(1.16) avec l'opérateur d’extension, et sur T°* nous appliquons les inégalités de trace.
Nous avons donc

T : Tr| 1
7] v —Lyvllor, <C = \a _“)hTHV— L) llores + v = vy e )

A Taide des Lemmes 2.2.7 et 2.2.6, il vient que

IT'7|
| Tex|

Tr|

RN

Ci-dessus, nous avons utilisé |T| = (1 — «)?|T| et |Tt| < (1 — a)hr.
Par conséquent, nous avons :

’V|1,T” < Cex‘v

v— Iy
v —1I

L e (4.25)

Lemme 4.3.5. Il existe C, C,x, Ci, > 0 indépendantes de h telles que
(a). Si w et B sont bornés, alors on a

Tr|
| T|

o — Lollor, < Cloly g, i=in,ex. (4.26)

(b). Siw = B et w tend vers 1, alors on a

ITr| :
WHU— Lo

o,y < Cex|0|1,Tex. (4.27)

(c). De méme, si x = P et « tend vers O, alors on obtient

Tr|
| Tn|

in

(VAR < ﬁ

Remarque 4.3.1. On pourrait améliorer I'estimation (4.28), si on majore avec des constantes
qui dépendent de y. Dans la suite, on ne s’intéresse pas au cas limite x = 5 et & — 0. Nous
prévoyons traiter la robustesse par rapport a y et par rapport a la position de l'interface pour ce
cas limite.

|o— v [y 7in- (4.28)

Nous établissons maintenant le lemme suivant :

Lemme 4.3.6. Pour tout pi, € L3(QY) et tout 0; > O suffisamment grand, il existe ¥} € v, i=
in, ex tel que

b (P, 0n) > ) 91‘”]"_1/2@'1“%,0"

i=in,ex

et
Mol <C Y 0l *Bulloc

i=in,ex

ot C > 0 est indépendant de h et de 6;.
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Démonstration. D’apres [68], on sait que pour tout pi € L3(QY) ettout§; > 0, i = in, ex,
il existe v; € HL(Q)), tel que
dive' = —Hiyi_lﬁﬁl dans (Y, (4.29)
1129 e < c6ill ;2P llo.co (4.30)

On choisit maintenant \”flh = I;lff’, i = in, ex avec I,’Z 'opérateur d’interpolation défini
de H'(Q)) dans V,, introduit dans le chapitre 2. On considere tout d’abord le fait que
v'|r = 0. On obtient donc que

by (pn, v 2 Z/hdlvv

i=in, ex TeTi T

En utilisant les propriétés de I'interpolation de Crouzeix-Raviart, nous avons

b(pn,¥)=— Y, ) /phdlvvhdx— Z Y /phdlv ' ¥l)dx.

i=in, ex Teﬁi"t’i i=in, ex TGTFI

Par intégration par parties sur les triangles coupés, on obtient avec ¥ = O sur I':

by (Pn, ¥) = Z Z /phdlvvh dx — Z /]0}1 \'4 —vh -n; ds

i=in,ex TGT’”” i=in,ex

-y Y /ﬁ;;divv;;der/[;ahvh-n] ds.
r

i=in,ex Te?;:nt,i T

Grace a la relation [, %), - n] — {#;,}[¥), - n] = [pn]{¥}, - n}., il vient que
b (P, %) = bu(Pn, V1) + /[f)h]{f’h -n}, ds.
T

Par conséquent,

by (p -y ¥ / 7 dive! dx — / 7] {%, - n}. ds.

i=in,ex TET] T T

En utilisant (4.29) et ¥|r = 0, on a donc

bu(Pn W) = Y Oillu VPBLIIS o —/[ﬁh]{(IhV—V)‘n}*dS-

i=in,ex T

On applique 'inégalité (4.21)a ¢ = (V—I,¥) -n,ona

1/2
. _ I'T . .
(o) = X Ol 23— cuphuy,o< L e Izvl>||%,rT> .

i=in,ex i=in,ex

On utilise I'inégalité de Young (1.3) et (4.15), on obtient pour tout &; > 0:

b () > Y (euu—l/2~h||m uu—”zv,HOQ,)

i=in,ex

e |FT‘ i o
—C ¥ G = 1) e,

i=in,ex



4.3 Premiére approche : fonctions de base modifiées 101

On obtient donc que

o B 5 € FT s o
) = (65 ) I PRl —C L 5 R - 1)

i=in,ex i=in,ex

En utilisant les inégalités (4.26), (4.27), (4.28) et (4.30), il vient que

S € —1/2 ~
(o) = X (0= e - 2 ) I Rl o

i=in,ex
C2C; .
et on pose A; = Tl, on obtient alors :

1

Onprend ¢; = cc;
— Ay

by (P, Vi) > E 2 “lu V2p l”on

i= ll’l ex

Par conséquent, pour 8; suffisamment grand nous avons

(P, Vi) > Y. Ol P illg o
i= Zn ex

D’autre part, on a:
1/2

LN = | I

Z}HOFT+ Y Ar| 195,
TeTr TeT!

Or, nous avons
1L =Y ‘V}/zlﬁvlh r < b7 |lp; 1/215h||0 Qi
TeT’
En utilisant ¥|r = 0, il vient que
Z At || [1,9] ||0rT Z Ar||[T ”orT
TeT! TeTf

De méme, nous avons

T i T
)3 J\ Z’ H{pVali@Hiir = 32 J\J {1 Va (L% =)} 1,

TeTr r TeTt

A Taide du Lemme 2.2.10, il vient que

Yo ArITe 15, < Cluf 29[ o < 07CIu;  pllg oy
TeT,f

De méme, en utilisant le Lemme 2.2.9 on a

FT 1.
y A L i, < eCl A o
Te7’r

Ce qui nous donne
15112 < 0FCI 7 2illG s = i, ex.

Par conséquent, nous avons

¥l <C Y 6ill 2 pullo -

i=in,ex
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Etape 2:

Nous présentons ici un lemme technique qui permet de construire une fonction auxi-
liaire selon I’absence ou la présence d’une frontiere de Neumann TI'y;. L'existence d’une
frontiére de Neumann permet de construire facilement v, associé a p,, tel que 'inégalité
(4.20) soit satisfaite.

Nous nous intéressons a prouver le résultat suivant :

Lemme 4.3.7. Pour tout i = in, ex, il existe une fonction wi, € ‘7;1 telle que

/w;l'nds =T, |whlia <C VAr||[w)-nlllor, <C. (4.31)
r

@ Présence d’une frontiére de Neumann I'y, C 9Q)':
On traite ici trois cas possibles de configurations géométriques ot la frontiere de Neu-
mann I'}; peuvent étre un segment . Nous avons les situations suivantes, voir Fig. 4.2.

rezx
N
7
Qer ex ; QeT
7]
N 7
7
7
B A . 7 -/
X1\ .’i. .QF(‘, AN-1-X-/-\ e
Vi N A Nef ==\
7
5
Qin R .
rin y Qin
N A
7
mn 2
N Q
(€)) (b)
v o A v vy
Qer
A \N-{-\--/oo\"T )T Ses
- - - - -y ¢‘ - " - ... g ’.. - .-“‘
’h
Qin
rn
Q N

(© (d)

Fig. 4.2 — Configurations géométriques

Démonstration. On présente ici la démarche a suivre pour construire la fonction w!, en
traitant les quatre cas suivants :
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— Cas1:T{, #0, T\NI =@ pour i = in, ex, voir Fig. 4.2(a) .
Ici, on s’intéresse a construire wj, tel que 1'égalité (4.31) vérifiée. On prend tout
simplement poure € £/,

whon= Z Pe, W, -T=0

eCI'y

ou ¢ est la fonction classique de Crouzeix-Raviart associée a I'aréte e C Ii.

— Cas2: Iy #0, NI #O pquri = in, ex, voir Fig. 4.2(b).
Désormais, on note I'y; = {I", \ etel quee C 0T € 7,1} la partie colorée en bleu
indiquée dans la figure Fig. 4.2(b) et la partie coloré en rouge par I';,. On construit

w, € V), de cette maniére : Ve € 5;;’6,

i i
wy,-n= Y ¢, wj, T=0.
eCF;;]*

Alors, I’égalité (4.31) est satisfaite. En effet, nous avons

/wi-nds: ) /w};ds: T
Ty

i=in,ex "
1,%
Iy

+ |y

— Cas 3: 1"3\] # @, F]I;] = @ pouri # j, voir Fig. 4.2(c).
Dans ce cas, on est obligé de construire wj # 0 sur I' méme si on peut prendre

wfi -n = 0 sur l'interface I et w;l -n # 0 sur la frontiere de Neumann I}, = @.

Pour cela, on utilise la méme construction que dans les deux cas précédents.
— Cas4: I”}\, =Q, I’]N # @ pour i # j, voir Fig. 4.2(d) : on utilise la méme démarche
que celle du troisieme cas.

@ Absence de la frontiére de Neumann : ,

Dans ce cas, nous nous intéressons a construire w;Z eV, en fonction de nouvelles
fonctions de base modifiées sur les arrétes coupées, notées {¢'}1<j<3. On considere la
configuration géométrique suivante :

Qer

Qm

Fig. 4.3 — Configuration géométrique considérée.
On définit la fonction w!, € V), par:

w}i n = 5l§bg1 +5r¢g’,w;‘1 -t=0
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avecd; = 0, = % SiT'NT' =e¢ € Eli"t'i etdy =0, =1sie € Ei’a, et ol ¢ |7 est la fonction
modifiée sur les arétes coupées dT” N dT" = e. Par construction de wj, on a

/w};-nds:Z/w};ds: T
T Ty,

On s’intéresse ici & prouver les inégalités (4.31). On sait que la norme H' des fonctions
classiques de Crouzeix-Raviart est majorée par une constante indépendante de /. Or la
fonction w!, construite dans les deux cas dépend seulement de la fonction de Crouzeix-
Raviart.

Pour le troisiéme cas, la fonction w;Z dépend de la nouvelle fonction de base modifiée
sur les arétes coupées.

D’une part, en utilisant 1’estimation des fonctions de base (2.2.3), il vient que

\wml,m <C, i=in,ex.

D’autre part, en remplacant w!, par son expression dans les différents cas et en utili-
sant la norme L? des fonctions de base (2.2.2), 0 < k' < 1(i = in,ex) et le Lemme 3.4
(cf. [77]), on obtient

kV‘FT‘H[ ] <C

/\TH[ ] ’T1’

Soit maintenant p, = (ﬁ;",ﬁflx) constant par sous domaine Q' (i = in, ex) tel que

Y. |Qf[p, = 0. Nous pouvons donc établir le résultat suivant :
i=in,ex

Lemme 4.3.8. Pour tout P, constant sur chaque sous domaine V', il existe 52 € ‘7;Z tel que

[[@nlI] < Callp™

b (P on) = Cllp 5,113
oit C; > 0 et Cp > 0 sont des constantes indépendantes de h.

Démonstration. On distingue deux cas :
Cas 1: présence d'une frontiere de Neuman.

Par intégration par parties, on obtient, Vv, € 4

by (p),, V) = Z Z ph/[vh ne| ds — Z /thh n; ds

i=in,ex eglcutugnc i=in, ex
~ [P nlds+ [ {7} n)ds
r r
Or, on a
/[Viz ‘n,] ds=0, Vee 5;;, i =1n, ex, nc.
e

ATaide de I'égalité (1.2), il vient que
by(Ph o) = — 1 / iV nids - / [P, (% - n} ds

i= l1’l L’X

=- ) /Pth n;ds — (' — pi /kex nds — (p)' — B} /km -nds.

i= l?’l EX
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D’aprés le Lemme 4.3.7, on considere Vi, = —u'|Qf[p,w! - n avec wi défini dans le
lemme 4.3.7. D"une part, on obtient

/v 1’10 < Cllu; 2p l||001

D’autre part, nous avons

Y Arl@lllie, <€ X w1Q1@?=C X 2Rl 0

TGT i=in,ex i=in,ex

Par conséquent

bu(pr Vi) = Y TN Q@) = Y TN 2B0lIG o (4.32)
i=in,ex i=in,ex
119all] < Cllp™" 2By 115 e (4.33)

Cas 2 : absence d"une frontiere de Neumann.
On s’intéresse ici justement a l'interface I'. Par intégration par partie, on obtient

b (P, V) = — (P — 7) /kexvzx nds — (p" — p¥) /ki”ﬁ” -nds.
T r

. i . . . . L
Ici, on considere v;, = ‘Q | ( pi— Pt ) wj, - n tel que la fonction wj, vérifie le Lemme 4.3.7.
o)

En utilisant p;* = — 0

P, il vient que

= = -1 in ’Qin| ? —in 11 ex |Qex| 2 —ex\2
bh(phlvh):|r| Vzn |Q | |ng’ (ph) + Hex |Q | 1+ |Qin| (ph)

Qin Qex
= |r| <<1 + "Qexn) Hyml/2 HOQ”1 + < "Qm{) H‘ue UzPifH%,Q"")
= TP (101725, 2P 1 o + 10712l P55 [ )

Posons C = |T'||Q[?min (]Q™"|~2,|Q%|~2), on obtient

bu(Pr 1) = Cl™ 25,5 e 11911 < CllE 2, o, cimue- (4.34)

En rassemblant les inégalités (4.32) et (4.34), on obtient le résultat souhaité. |

Etape 3:

Il s’agit ici de trouver v, = ¥, + 6V}, associé a p,, = py, + p,, tel que la condition inf-sup
de by, (-, -) est vérifiée.
Nous utilisons les résultats précédents, nous en déduisons le résultat suivant :

Lemme 4.3.9. Pour tout p,, € Qy, il existe vy, € Vy, tel que

bu(pwon) > Clipalloa, ol < Cllpallo

ot C > 0 est indépendante de y et de h.
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Démonstration. On considere p;, = p, + p;, et vj, = V), + 6v;, avec § > 0 a déterminer.
Alors, nous avons

by (i, Vi) = bu(Pr, V) + bu(Py,, V1) + 0by(Pr, Vi) + by (P, V). (4.35)

Il reste a majorer les formes bilinéaires by, (p,,, ¥1,) et by, (P, Vi ). D’une part, nous avons

by (P, V) E Z /phd1vvhdx+/{ph} "

i=in, ex TET’

ATaide de l'intégration par parties, on a :

) =— ¥ L [Fwilds— [oenids+ [}
I

i=in,ex eglwt T

Comme 7, est constant et / [W]ds = 0 pour i = in, ex ete € £ U &, nous avons

d’apres l'inégalité (4.21)

1/2
. e — I .
by (P 1) = /[ph]{vh-n}dsz—muy,a(z o I, nuorT) .

T i=in,ex

En utilisant les inégalités (4.26),(4.27), (4.28) et en appliquant l'inégalité de Young (1.3)
pour i7; > 0, il vient que

. i, — ; cr0;
b ) > — T (”’ 7 2P R + 2

i=in,ex

—1/2;ah||m> ) (4.36)

D’autre part, nous avons

bh(ﬁh,vh) = — Z /phdlvvhdx—i— /{Ph} \7R

TeTMUT T
=1+1II

Par application de l'inégalité de Cauchy - Schwartz, on a :

I> —Hﬂfl/zﬁhﬂo,oinunwHVUthHLQf"uQBx > —ClHVﬁl/zﬁhHo,mth’x Vﬁl/thHo,Qmqu-

A T'aide de l'inégalité de Young (1.3), il vient que :
&, _ — ~
T o (B B+ g I P )
1=in,ex
De méme, en utilisant I'inégalité (4.21) et celle de Young (1.3), on obtient
€2 _ - ~
2= ¥ G (B Ao+ 5 il )
1=in,ex
par conséquent, on a avec (4.15),

bu(Pn Vi) = — ) ( >

i=in,ex

A [ ny‘m “hrlm> : (4.37)
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Pour finir, en injectant les inégalités des Lemmes 4.3.6, 4.3.8 et les inégalités (4.36) et (4.37)
dans (4.35), il vient que

91‘ c C; — ~
b(pvi) > X (2<1—?>—2— 2 ) Il

i=in,ex

+ ¥ (6@ -5 - 1) In R

i= 171 ex

Poure¢; = %, i = 2cp et § = 4c1cp, nous avons :

0; ¢ C1C2C /9. _
nipw) > T (§-5 2920 ) I hill vae L Ik p o
1=in,ex

Cz i=in,ex

C1 C2C1-2

Z -, nousen déduisons
1

Pour 6; suffisamment grand, on prend par exemple 0; = 4c; + 16

donc qu’il existe une constante C > 0 telle que :

by (pn,on) > C||i4_1/2PhH%,Qianw

Nous avons aussi :

Hvalll < sl + 8ll19ulll < Clli™ 2 pulloamuqes-

D’apres le Lemme 4.3.9, nous en déduisons la condition inf-sup de la forme by (-, ) :

Lemme 4.3.10. II existe une constante C > 0 telle que

inf sup - on(PwO) o
Qi ey lPullpalllonll]

D’apres les Lemmes 4.3.10 et 2.3.2, le probleme (4.12) satisfait les conditions du théo-
réme de Babuska-Brezzi (cf. [33]). D’ou le théoréme suivant :

Théoreme 4.3.1. Pour vy, et Yex suffisamment grands, le probleme variationnel (4.12) admet
une unique solution.
4.3.3 Estimation d’erreur a priori

Afin de pouvoir énoncer le théoreme d’estimation d’erreur a priori, nous nous intéres-
sons a I'orthogonalité de Galerkin dans le cas non-conforme. Par intégration par parties,
nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.3.11. Soit (u, p) la solution du probleme de Stokes continu (4.4) et (uy, py,) la solution
de la formulation variationnelle (4.12). Alors, on a

ch(u — uh,vh) -+ bh(p ph,i)h /yvnu Z)h dS — /p (2R

eegﬂé‘

+ Z Z /P‘lvnu vhdS—/P vh ds |, Vo, € Wy,

1= li’l ex eegrcut

b/’l(thu - uh) = 0/ v% € Qh'
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Démonstration. Soit (u, p) la solution du probleme de Stokes continu (4.4). La seconde
relation est triviale, en effet on a divu = 0 et [u - n] = 0 a travers chaque aréte.
D’apres un résultat de la preuve du Lemme 2.2.11 du chapitre 2, on a

ap(u,vy) = — / div (uVu) vy dx + ) /qu e [Vy] ds~|—/ [4Vnu] {vy,}ds.
QinQQex eegh

(4.38)
En intégrant par parties le terme by, (p, vj,), on obtient
bupvi) = [ Vpwidx- 3 | pvi-nlds = [[pvi-nlds + [ {p}[vi - nlds
QinUQer Tanr T T
En utilisant [ab] = {a}[b] + [a]{b}, il vient que
Wp) = [ Vpwdx= ¥ [{p)winlds— [pnl{vi}ds.  439)
anuQex EEgh T

D’apres (4.38) et (4.39), nous avons

an(w,v3) + ba(p, vi) = / f. vhdx+/yVnu—pn]{vh}*ds

QIVIUQE’C
+Z/qu nevh]ds— /{p} vy, -
665;1 e Eegh e

= ay(uy, vy) + by (pn, vi) + Z (/ uVu - n,[v,]ds — /p[vh . ne]ds) ,

ecé&y

ce qui termine la preuve. |

Remarque 4.3.2. Les termes ( / UV ulvy| ds — / ploy - s) traduisent l'erreur de
ecg)e

consistance due au fait que la méthode n’est pas conforme, ie. Vi, ¢ V. Les termes

Yo ) (/ iVl [0} ds — /p vl -n]ds | traduisent l'erreur de consistance due  la

i=in, ex eeé" ,cut

méthode NXF EM.

Dans la suite, on notera

S (uvy) = Y / §V yulvy] ds,

(S
t
say) = Y Y / Vi [vi] ds,
i=in, ex eglfuf

ch P: vh /P Vi -
8nC

Zcut (p, V1) Z Z / ds,

i=in,ex Eglcuf
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On rappelle que les termes X/“(u, vy,) et £ (u,v;,) sont déja estimé dans la section
2.2.4 du chapitre 2 avec u est un scalaire. En utilisant la méme stratégie pour u vectoriel,
nous avons

Lemme 4.3.12. Soit u € [H?(Q" U Q¢))?, alors il existe deux constantes Cy,Cy > 0 indépen-
dantes de h et de y telles que

/ 1V wuloy] ds < Cohlpt2uly oo |lonll],  You € Vi,

ecg)e
Y T / iVl [ei] ds < Cohlu *uly qnrallonl |, Vou € V.
i=in, exgegtcuf

Pour estimer les termes Z3°(p, v;,) et X5 (p, v;), il est utile d’introduire les résultats
préliminaires :
Soit 7t I'opérateur d’interpolation sur T € 7;“ défini par :

. 1 ‘
mpt = |T7] /Pl ds,
Ti

siT e Ei”t’i, 7! est I'opérateur de projection définie de L2(€)’) dans Q!
Par application de 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger, nous en déduisons que 1’opéra-
teur 77; satisfait I’estimation suivante :

Lemme 4.3.13. Soit T € T,!, il existe une constante C > 0 telle que

[P = 7 g o < o/ IT#|1p" 1o ¥p € H(Q"UQM) NLFQ)  (440)
9 = 7oz < CyITlIp e, Vp € HIQM UM NIFQ). @41

Remarque 4.3.3. En utilisant |T"| = «|T| et |T*| = (1 — a)?
(4.41) s’écrivent sous la forme suivante :

[p™ — 7 p™ o 7in < CN/ahr|p™ |y gin,
[P — P [lo,rexr < C(1— )| p® |y, 7ex.

Lemme 4.3.14. Soit p € HY(Q" U Q) N L3(Q), alors il existe deux constantes C3,Cq > 0
indépendantes de h et de y telles que

Y / plow- ) ds < Cohln 2 ply gl fonlll, - Von € Vi,
EGEHC

r 2/ n]ds < Caln™2ply s lfonl |, Vo € Vi

= 17’1 ex 651 cut

Démonstration. Le terme Z;C( p,vy) est traité de maniere analogue que dans [115]. On a

e = ) L /P 78 p)[(vi, — gvy,) - ] ds

i=in, exeegllnc

Y X llp—miplloell[(vie — 7Gvn) - n][loe-

i=in,ex eEEﬁ’"C
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En appliquant I'inégalité de trace classique, on en déduit

Yo X llp—mplloe < CVRIPlamuae-

i=in, ex eeg}l;/"f

Toujours a I'aide de l'inégalité de trace sur {e} = T" N T, on a

1 T T
v = il < CV (G113 = 78 i) mllogs + (9= 7§ i) -l

1 1 1
il = 7 mllo -+ = 3 ) -l )

< C\/E|Vh|1,TVuT’-

On obtient donc

. 1
Z Z [ [vi — 7T0Vh]||0,e < C\/E|Vh|1,oinunex < CWWHMIHI

i=in,ex eeS,’;’”C
ce qui nous permet de conclure
Z(povn) < Chlu™2ply qimuoes ol |-
On parcourt les mémes étapes pour estimer le terme Z;”t( p,vy).Ona

)= Y ¥ / b — 7 ph) (v} - Vi) -] ds

i=in,ex eegl ,cut

Y X P = mploell [(v, — 76vh) - ]l lo.-

i=in,ex eeglil,cut

Pour se faire, on étudie les deux cas limites« = 8, « — O eta = B, « — 1. En utilisant
les inégalités de trace sur les parties coupées, on obtient

le|

Hpin e mHOe_C -

< ||p™ — i p™| lo,in + Ip™ — ”2?%111‘*1) ,

1
19 = 7 loe < €/l (g gy 17 = 70l 19 = 751 )
A laide du Lemme 4.3.13 et | T""| = «|T| et |T**| = (1 — «)?|T|, on obtient

Yo ™ = mp"loe < Cy/lellplyan < Cy/1ellphan, Ve € &,

eeg}in,cuf
Y. P = mp™lloe < Cy/lellplax < Cy/ (1 —a)lelpli,a, Ve € &
Eeg;x,cut

Ci-dessus, nous avons utilisé |e| = a[é], Ve € " et e| = (1 —a)¢|, Ve € £ avec
¢ € &M est'aréte entiere contenant e € S;I’C”t, i =in,ex.

De méme, on a

Y (v — i) nllloe < C ' \vhrmm<c,/ Lt/
eegpi[n,cut

B ]
Y I = i) mlloe < €y g v < 3oy

ex,cut
eeg,

1/2

vy ’1/Qex.
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En utilisant |e| = a|¢|, Ve € £ et |e| = (1 —a)|e|, Ve € £ avec & € £, on obtient

. . ~ 1
Y v = m6vi) - nllloe < Cy/lel——=Ip >Vl qim
eeg}in,cuf V :uln

— 1
Y MR = 7mgvit) - mlfloe < Cy/lel——

EEEZX’CM \Y4 ;’lex

el 2Vh]1,00.

Ce qui nous permet de conclure a 1’aide de (1 — a) borné :

5" (p,v) < Chlp™2ply g1V
|
Théoréme 4.3.2. (Estimation d’erreur a priori) Soit (u,p) € [H>(Q" U Q)])? x HY(Q" U

QF*) la solution du probleme de Stokes continu et A suffisamment grand. Alors la solution (uy, p)
du probléme variationnel (4.12) satisfait I'estimation d’erreur suivante :

= gl + 1 = pullr < Ch (112l cynisge + 11 2Pl conies)
avec C > 0 une constante indépendante de h et de y. Cette majoration est d’ordre optimal.
Démonstration. D’apres le Lemme 4.3.11, 0on a:
ay(ap, Vi) = an(w,vy) +by(p — pu,vi) + 25 (p,vi) + 25" (p, vir) — Zi (0, vi) — 25 (w, vi,).

On considere Iyu l'erreur d’interpolation défini précédemment dans le chapitre 2, on a
I,u € V), et on peut écrire

an(wy — Iyw, vi,) = ay(w — Iyw,vi) + bp(p — pu, vi) + Z,°(p, Vi)
+ Z;”t(p, vy,) — 2 (u,vp,) — 25 (u, vy,).

On prend maintenant v, = uj, — [u et d’apreés le Lemme 4.3.3, la coercivité de la forme
a(-,-) nous donne

C\Huh — Ihu|H2 < ah(u — Ihu,uh — Ihu) + bh(ph,uh - Ihu) + ch(p,uh - Ihu)

+ Zfaut(P, w, — [u) — 25 (w,w, — Lu) — 25 (w, wy, — u).

D’une part, par la continuité de la forme a,(-,-) et ||[u — Lul|| < Ch|u!/?ulyqun e (cf
Théoreme 2.2.1) on obtient

Jan (u — Lyw, w, — Lyw)| < Chlp'uly qunger | [, — Lyul[]-
D’autre part, on peut écrire
bu(p — pr,uy — Iyw) = by(p — mmup, wy — Lyw) + by (rmup — pi, g, — Iua).
La deuxiéme équation du probleme (4.12), nous donne que

by(7t,p — proay) =0
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et donc on obtient en utilisant une propriété de I'opérateur d’interpolation Iju :

by (mtnp — pp,up — Iyw) = =by(7tup — po, Iyw) = by (rup — pp,u) = 0.

De plus, par continuité de la forme by, (-, -) et d’apres la propriété de l'interpolateur 77;,p
(cf Lemme 4.3.13), on obtient

bu(p — mtup, w, — Iyu) < Chlu™2ply qinuge || [un — Lyl ].

On obtient donc

Cl[wy, — yul|[> < Ch <|P‘l/2“’z,oinumx + \V_1/2P|1,0fnuoex) |[[wn — Lpu[|| +Z5(p, wy — Iyu)

+ 9 (p, wy, — Lyu) — 2 (u, wy — Lyu) — 28w, wy — ).
Posons w;, = u, — Iu,ona

Cllfw, — Bl < Ch (1 ulp e + 172l o)

25 (pwi + 29" (p, wi) — T (w, wy,) — 23 (u, wy) ‘

+ su
ey Twalll

D’apres les Lemmes 4.3.12,4.3.14 on a

on obtient

Clltw, = bl < Ch (Clut2uly e + Clu2ply e + il 2ul pn )

+ Czh’y1/2u’2/QInUQex + C3h|}/l_1/2p‘1/0inu0ex + C4h|}/l_1/2p‘1/0inugex.

1 = || < Ch (11 2uly e + 117 2pl i) (4.42)

ce qui a I’aide de I'inégalité triangulaire nous donne

o=y 1] < Ch (12wl ey + 17 2Pl gy ) - (4.43)

On s’intéresse maintenant a I'erreur sur la pression. On suit les étapes classiques de
la démonstration. On écrit

P = pulla = llp — muplla + ll7twp — pullua,

et la condition inf-sup discrete de la forme by, (-, -) (cf Lemme 4.3.10) nous donne

1 by (rtup — p,vy) + by(p — Py, v
[7thp — pullpa < = sup (b = P Vi) + bilp = pi h). (4.44)

v;,eV;, |th|||
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Or, grace au Lemme 4.3.11et a la premiere équation du probleme variationnel (4.12) on
peut écrire

—bu(p — pu,vi) = ap(u —wp, vy) + Z°(p, Vi) + Z‘;,“t(p,vh) — X2 (u,vy) — 2 (u, vy).
On introduit alors l'interpolateur Ij,, ce qui nous donne

—=bu(p — pn,vi) = an(u— Lyu, vi,) +ap(Lw —ap, vip) +25°(p, vi)
+ Z;ut(p, Vh) - Zﬁc(u, Vh) - Zf,“t(u,vh).

En utilisant la continuité de la forme a;(-,-) et ainsi que les Lemmes 4.3.12, 4.3.14, on
trouve

B (p = i vi)| < Ch (11 2uly om0 + 187 2p | cymues ) 1wl 4+ 11T = sl []]][w] 1]

On injecte cette expression dans (4.44) et en utilisant la continuité de la forme by, (-, -), les
propriétés de 1’opérateur d’interpolation 77, et 0 < a < 1, on obtient

1/2 -1/2

[|7tnp — pulla < Ch (’V uly inyaer + | Ph,ofnuan) + || [Iyw — uy]]. (4.45)

En utilisant I'inégalité (4.42) et en combinant les inégalités (4.45) et (4.43) on obtient alors
le résultat du théoreme. |

Par I'argument d’Aubin-Nitsche, nous avons l'estimation d’erreur pour la vitesse
dans L2 :

Théoréme 4.3.3. On suppose que Q) est convexe, (u, p) € [H>(Q" U Q¥)]? x HY(Q" U Q)
la solution du probléme de Stokes continu et A suffisamment grand. Alors, il existe une constante
C > 0 indépendante de h et de y telle que

= willo v < CH (Il cumunes + 117 plycimuer) -

Démonstration. On adapte l'argument d”Aubin-Nitsche a notre probleme variationnel.
On suit le méme raisonnement que dans [69], mais avec la norme ||| - ||| provenant de la
méthode NXFEM. On rappelle tout d’abord que grace a la convexité du domaine (), le
probléme de Stokes

—div(uVe) +VE =1 dans Q" UQ,
divg =0 dans Q" UQ,
¢ =0 suro(),
(@] =0 surl,
[4Vnp —C¢n] =0 surT,

admet une unique solution (¢,&) € [H?(Q™ U Q%)]?> x HY(Q" U Q). De plus cette
solution satisfait :

112 [l cmune + 1611, amuae < clllloamuaes- (4.46)

On considere maintenant le probleme dual avec ¢ = uj, — u et on écrit, apres intégration
par parties sur chaque triangle T € 7 et en utilisant la régularité de ¢ = (¢, ¢**) et de

¢=(¢", ), que

u— uh“aninuﬂex = / div(—=uVe¢ + V¢ - (uy —u)dx
Qi;quex
=ap(¢p,u, —u) + by, (&, uy —u).
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En utilisant le Lemme 4.3.11 d’orthogonalité de Galerkin, on obtient

ah(uh —u, Vh) —+ bh(ph —p, Vh) = ch(p,Vh) + Z;”t(p,vh) — Z’ff(u, Vh) — Zf,“t(u,vh).Vvh - Vh,
bh(qh/uh - u) =0, th S Qh/

en prenant v;, = I, ¢ et g, = 7;¢, on obtient

[u = wp 1§ i ser = an (@ — Tnp, wy — @) + by (& — 708, wy — w) — by (py — p, Inp)
+20(p, In) + 25 (p, Inp) — T (w, Lp) — 25 (w, L), (447)

Dans la suite, nous nous intéresserons donc a estimer chaque terme du second membre
(4.47).

Le terme by, (py — p, Ingp) peut étre borné de la méme maniere que dans [69]. Nous
allons donner quelques détails de la démonstration. D’une part, grace aux propriétés de
¢ et des interpolateurs I, et 77, et la deuxieme équation du Lemme 4.3.11, on a

bu(pn — p. 1n®) = bu(7twp — p, Inp — p) = /{ﬂhr’ —pHnp — @) -nlds
r
D’autre part, on utilise la continuité de la forme by, (-, -) (cf. Lemme 4.3.2), I'estimation des
interpolations et la régularité (4.46) pour conclure

bu(pn — p. Inp) < CH " ply g [0 — apl|o o (4.48)

Pour le terme by, (¢ — 71,8, u, — u), on peut écrire grace a 1'ingélaité de Cauchy-Schwartz
et le Théoreme 4.3.2 que

(e~ mid w—w) = [{2 =} (g — ) -nlds
T

1/2 1/2
(2 jT{cnhc}é,rT) (2 Ml — w) ])

TeTf TeT}

IN

1/2
< ( ) );{Cnhg}%,n) [[w, = wlf].

TeTr

1 T .
D’une part, si « et B sont bornés alors, a 'aide de — = T 0 < K"k < 1let

)\T }liki | l"T] ’
l'inégalité de trace, nous avons

146 = miHlore < 4/ T 2@ = e lor, +\ [T e 6 = 6,

<cy W( 52— i or + 12 (E n;;gwm).

i= li’lC.X

1
VAT
En utilisant les propriétés de I'opérateur d’interpolateur 77 (cf. Lemme 4.3.13), |T™"| =

®|T|,|T*| = (1 —a)?|T|, 0 < a < 1 et la régularité (4.46), il vient que

)y FII{C & Hlory < Chllp"2(u = wy) o -

TeTr
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D’autre part, on s’intéresse aux cas limite« = f, « — Oeta = B, a — 1. On détaille
le cas limite « = B, « — 1 et 'autre cas se traite de la méme manieére. Pour se faire, on
utilise les inégalités de trace sur les parties coupées, on a

1 T - i i o],
ﬁ"{g_ﬂhg}“o,rr < |1—~ |HV 1/2( n;zngm)HO,rT—i_ ’r ’HV 1/2( ”ngexHO,FT

ww(uumﬁﬂ-mwmﬁwwWw—ﬁﬁmQ

|w(u)uumwt6“mm
_Hyfl/Z(gex o ﬂzxg?ex)hj) ]

Toujours, a l'aide des propriétés de l'interpolateur 71, (cf. Lemme 4.3.13), |T™"| = a|T|, | T¢*| =
(1—a)?|T|, 0 < a < 1 et la régularité (4.46), on obtient

)y FII{C i Hlory < Chllu "2 (u —wy) llo aimunes

TeTt

ce qui a I’'aide du Théoréme 4.3.2 nous donne

by(& — €, uy, —u) < Ch? <|u|2,0f"u()” + |V_1P|1,Qinuoex> [ —wylloqinpqer- (4.49)

Pour controler le terme a; (¢ — I;¢, u, — u), on utilise la continuité de la forme a; (-, ),
[l¢ — Lipl|] < Chlut?¢|, qinyqer (cf Théoréme 2.2.1) et la régularité (4.46). On obtient
que

(¢ — Ingp, wy, —w)| < Ch| |2 (w —wy) o qunuee ||y — L]
< CK <|“‘2,Qinuoex + |.”_1p|1,0f"u0”> [[a —up|loqimuaer- (4.50)

On contrble maintenant les termes diis a la non-conformité de la méthode et a la
méthode NXFEM. D’aprés le Lemme 4.3.12 et les propriétés de ¢, on a

5w ) = /#Vn ulip — gl ds < Cihlp'Puly qinsre || 1 — 1,

eEE
alaidede |||¢ — Iip||| < Ch|u/2|, ini e €t de la régularité (4.46), il vient que

ch(u, Ih¢) S Chz‘u‘z,ﬂi”UQ” ’ |u - Uh | ‘O,Qinuaex. (451)
On suit la méme stratégie pour £ (u, I;¢), on obtient

ZZ”t(u, Ih¢) S Ch2|U|2’QinUQex ’ |ll —uy | |O,Qi”UQ""' (452)

On traite maintenant le terme Z;(p, I,¢). On a, a l'aide des propriétés de ¢ et celles
de l'interpolateur I, et du Lemme 4.3.14 :

) = 3 [ plp = @) -n]ds < Cahlp2uls 0 00l 1 — 91l
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en utilisant |||¢ — I,¢||| < Ch|pu'/?p|, qmqe et la régularité (4.46), on obtient

S (p, Ingp) < CH2 " ply qunoe | [ — wp g i (4.53)
De méme, on a

25 (p, Ingp) < CH2 [ ply qimyaer | [0 — wp o qinyaer- (4.54)
En rassemblant (4.48),(4.49),(4.50),(4.51),(4.52),(4.53) et (4.54), on retrouve le résultat du
théoréme. [

4.4 Deuxiéme approche : rajout de termes de stabilisation

Cette section est consacrée a I'approximation du probléeme d’interface de Stokes. Nous
reprenons les résultats théoriques de cette approche dans la section 2.3 du chapitre 2 et
en les appliquant au probleme de Stokes (4.4). En d’autres termes, il s’agit de rajouter des
termes de stabilisation afin de compenser les termes dis a la méthode NXFEM.

Cette partie est découpée comme suit. Tout d’abord, on présente le probleme discret
et les nouveaux termes de stabilisation a rajouter pour que le probléme soit consistant.

Ensuite, nous nous intéressons a l'existence et 1'unicité de la solution du probleme
variationnel. Ici, nous cherchons a vérifier les conditions du théoréme de Babuska-Brezzi.
Finalement, on abord I'estimation d’erreur a priori correspondante a cette approximation.

4.4.1 Probléme discret - Existence et unicité

Nous définissons les espaces produits d’approximation de la vitesse uy, et de la pres-
sion pj, comme suit : . '
Vi o= VI VE, Q= QI x Q5 (4.55)

ou
Vi = {0, € L3(Q)) : vylp € [PYT)]?, VT € Ti,/[vh] ds =0, Yee&UEY,

e

Qi ={q€ L3(Q):q|lr € PUT),VT € T}, i=in, ex.
Les espaces Vj, et Q, sont respectivement équipées des normes suivantes :

Hu]]z = H |uH ’2 + Jin (u/ ) + Jex (u/u) ’
IplZa =Y llu P15 0 (4.56)

i=in,ex

Remarque 4.4.1. Il est facile de prouver que 'application u — [[u]] est une norme sur 'espace
d’approximation Vj,.

Nous rappelons maintenant la forme bilinéaire a4, (-, ), donnée par (2.76) dans le
chapitre 2, correspondante a I'opérateur elliptique et nous introduisons le nouveau terme
de stabilisation pour la pression sur les arétes coupées.

W (Povi) =) /{ph} vl -n]ds, i=in, ex.

Egz ,cut
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Nous introduisons la formulation variationnelle associé au probléeme (4.4) via la mé-
thode de Nitsche : chercher (uy, p,) € Vj, x Q, tels que

{ Astap (U, Vi) + bspap (P, vi) = 1(vy), Vvy, € Vy,

(4.57)
bstap (qn,wp) =0, Van € Qn,

avec les notations suivantes :

Astap (W, Vi) = ay (wy,vi) + Y Ay (apvi) + Y il (e vi),

i=in,ex i=in,ex

bstab (P,Vh) = by, (p,vh) + Z Bli1 (P,Vh) ’
i=in,ex
Nous rappelons ici que les termes de stabilisation A} (-,-) et Ji (-, ) sont les termes déja

utilisés pour approcher le probleme elliptique d’interface dans la section 2.3 du chapitre
2:

A wvi) == [ ((Tas} 3] + {Tavi Hug]) ds
865;;15
2lel

Ji (wnvi) = ) Vz%/ﬂoui,][ﬂovk] ds, ;= [T+ [To7]°

e’
ot nous avons défini la moyenne d"une fonction ¢ sur les arrétes coupées
{o} =«l¢' +x"¢" avec

il ir
! "] 7]

K= s K S e (4.58)

Existence et unicité de la solution du probléme discret

Dans cette section, on souhaite prouver I’existence et 1'unicité de la solution du pro-
bleme variationnel (4.57). Pour cela, on va donc montrer que la formulation (4.57), véri-
tient les hypothéses discretes du théoreme de Babuska-Brezzi. On va tout d’abord vérifier
la coercivité de la forme agy; (-, -) sur le noyau discret Kerybs,p, puis la condition inf-sup
de la forme by (-, ) par rapport a la norme [[-]].

On précise si aucune spécification n’est donnée, les constantes C > 0 utilisées sont
indépendantes du parametre de discrétisation /i, de la viscosité u = (Uiy, pex) €t des
parametres de stabilisation A et v = (¥, Yex)-

Continuité des formes a,.; (-, -) et bsap (-, *)

Nous avons déja prouvé que la forme bilinéaire ay,; (-, -) est continue par rapport a la
norme [[-]] sur Vj, d’ou

Lemme 4.4.1. Pour A et y suffisamment grands, il existe une constante C > 0 telle que
Agtap(w,0) < Cl[ul][[v]], Yu,v € V. (4.59)

Pour prouver la continuité de la forme by (-, -), il suffit de controler le terme Bi, (pj,, vi,).
D’une part, par application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient que
1/2 1/2
Bipnvi) < | X el 2h3, > wvillvinedlge |

icut ’)/1 icut
ec&) e€s)



118 CHAPITRE 4 : Approximation non-conforme d’un probléeme modele de Stokes

en utilisant l'inégalité (4.61) et / [V} -n,)ds = / [77oV!, - n,]ds, on obtient

e e

B (pnvi) < HVZ 12 l||ooz\/];i(vhfvh)

H;Fl/z Wl o + ]h(vhrvh)

D’autre part, nous avons
[[[vall] < C[[va]].
Nous en déduisons :

Lemme 4.4.2. Pour A et vy suffisamment grands, il existe une constante C > 0 telle que

bstab (P, 0) < Cl[ol]l[pllua, Yo € Vi, Ypi € Que (4.60)

Coercivité de la forme a4 (-, -)

D’apres le Lemme 2.3.2 du chapitre 2, on démontre que la forme bilinéaire agy; (-, -)
est continue sur V), par rapport a la norme [[-]] définie dans (4.56), et pas seulement sur
Kerybg,,. Nous avons

Lemme 4.4.3. Pour A, i, et ey suffisamment grands, il existe une constante C; > 0 telle que
Astap (1) > Ca[[my]]?, Vuy, € V.

Il est utile d'introduire le résultat préliminaire qui nous permet de majorer les nou-
veaux termes de stabilisation sur les arrétes coupées.

Lemme 4.4.4. Pour tout T € 771“ et pour tout e € €£'C”t, I = in, ex , nNous avons

1Pt I < ¢ (Pl s+ pul2 g ) o Vo € Qi (4.61)

Démonstration. On a, par définition
/{ph}zds< * [ 1l ds 0 [ o e

Comme p;, € P°(T), alors nous avons

1 2 12 2 e el / 2
— < - + -

Par conséquent

/{Ph}2d5<'71 /Iph\zds+/lph!2ds

TII’
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4.4.2 Condition inf-sup

On s’intéresse ici a prouver la condition inf-sup de la forme bilinéaire bgy(-,-). On
utilise le méme raisonnement que pour la premiere approche. On rappelle que V), est
I'espace des éléments finis Pl-non-conformes de Crouzeix-Raviart pour la vitesse et Q,
est I'espace des éléments finis P° pour la pression.

On suit les mémes démarches que dans la premiére approche (voir le paragraphe
4.3.2) pour montrer les résultats des lemmes qui entrent en jeu. On établit :

Lemme 4.4.5. Il existe une constante C > 0, pour tout py, € Qy, il existe vy, € V), tel que

botab (P o) > Cllpnllia, (o] < Cllpalluo-

Démonstration. Pour montrer la condition inf-sup de la forme bilinéaire b, (-, -), il suffit
de controler le terme B} (py, v;). Puis, on suit le méme raisonnement que pour la premiere
approche. A l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :

1/2 1/2

Bi(pnvi) < | Y *Hu‘”zphll%,e Yo N mel 15

icut r),l icut
ec&y ect,

en utilisant I'inégalité (4.61) et / [Vi - n,)ds = / [7ToV, - ] ds, on obtient

, \/ i(Vh,Vh). (462)

On suit le méme raisonnement que pour le lemme de la condition inf-sup de la premiére
approche. On associe a un p, € Qy, arbitraire la méme fonction v;, = I,v;, € V; que
précédemment. Il suffit donc de montrer que

Bj, (pn, vi) < Z (7
TeT’

[Val? = Vil 11> 4 33 Vi vw) + T (Ve vi) < Cllp 2 pillg e er-

On doit donc controéler le terme :

P12 . .
IHCADEEDY ptl'yl/nov;,] ds, i =in,ex

eeglzl cut
Nous utilisons [v' - n,] = 0 et I'inégalité de trace sur 9T N 3T = ¢ € M .

1Znvn - n]lloe < [[[(Iyvi —v) - n]

Vi (5

puis, les propriétés d’interpolation de l'opérateur de Crouzeix-Raviart I;,. On obtient

donc que
o <cyi( /D 2

1[Tnvi - 1]l < cy/1e] (
172,

0,

1
+f’|1hvh— + |Ihvh_V|1,T’> .
TI

7]
7]

rir +

Par conséquent,

Ui (i vi)) /2 < Clug

O,Qi .
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Enfin, I'inégalité (4.62) devient

Bii(pnvi) < Cillwi 2 pill5 o

D’apres le Lemme 4.3.9 qui nous donne la coercivité de by, (-, -), il vient que

bstab (P V) = Clli™pull3 cyncscrex — SinCinll 13 2 Pi 113 cin — SexCox e P57 113,

> (C—(Sincin)H]/l_l/z mHon (C— 5excex)||,”_l/2 EXHOQLY

c . . .
On prend par exemple §; = 26 i = in, ex. Alors, il existe une constante Cy telle que
i

bStﬂb(phl Vh) Z CO || ,7/[71/2]7]1 HS,Qinerx

et nous avons aussi

| pn

[val] < Callp™'2 wO-

En utilisant le résultat du Lemme 4.4.5, nous avons la condition inf-sup de la forme

bstab('/ ) :
Lemme 4.4.6. II existe une constante Cy > 0 indépendante de h, de y et de (A, 7y) telle que

bstab (ph/ vh)

walon]] = &

inf sup
PreQn v, EV) th

4.4.3 Estimation d’erreur a priori

Dans cette section, nous allons étudier maintenant les estimations d’erreur a priori
pour la formulation variationnelle (4.57).

La différence entre cette approche et la premiére approche consiste sur 1'ajout des
termes de stabilisation A} (-,-) et Ji (-, -) pour la vitesse ; ces termes sont similaires a ceux
de la méthode de Galerkin discontinue. En plus des termes de stabilisation pour u, nous
avons aussi rajouté des termes de stabilisation Bj(-,-) pour la pression. Le but de ces
termes est de compenser les termes diis a la méthode NXFEM sur les arétes coupées par
I'interface I'.

D’apres le Lemme 4.3.11 et le Lemme 2.2.11 du Chapitre 2, nous en déduisons le
lemme suivant :

Lemme 4.4.7. Soit (u, p) la solution du probleme de Stokes continu (4.4) et (uy, py) € Vi, X Qy
la solution de la formulation variationnelle (4.57). Alors, on a

ah(u—uh,vh) —I—bh(p—ph,vh) = 2 /yvnu[vh] ds—/p[vh-n] ds |, ‘v’vh eV,

nc
ecg) o

by(qn,uw—uy) =0, Vg5 € Qp.

Nous appliquons le Lemme de Strang [42] et nous utilisons les majorations classiques
vues précédemment des termes sur les arrétes non-coupées, nous en déduisons le théo-
reme d’estimation d’erreur a priori :
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Théoréme 4.4.1. Soit (u, p) € [H>(Q" U Q))? x H'(Q" U Q%) la solution du probleme de
Stokes continu et soit A et vy suffisamment grands. Alors la solution (uy,, p) du probleme varia-
tionnel (4.57) satisfait Iestimation d’erreur suivante :

[ —w)] + |02 (p — pn) 0,0mnuae < Ch (\Hl/zu 2,0eru0in T+ ’V71/2P|1,anunw) .

Si, de plus Q) est convexe, alors

2 -1
[0 — unllo,cmuer < Ch (‘”|2,Qinuoex +lpp 1,Qianex> :
Démonstration. La démonstration est similaire a celles des Théoréemes 4.3.2 et 4.3.3.
En ce qui concerne l’erreur en norme énergie [[-]], nous avons juste besoin d’utiliser
les nouvelles estimations suivantes, pour tout v, € V, :

Jex(u — Ipu,u — Iyu) + Jip(u — Iyu,u — Iu) <Chry Z \y}/zubﬂf,

i=in,ex

[[valll < Cllval],

ott C > 0 est une constante indépendante de h et de (y, A, 7). La premiere estimation
vient du Lemme 2.3.5 démontré dans le chapitre 2.

Concernant ’erreur en norme L2 de la vitesse, on utilise les Lemmes 4.3.12 et 4.3.14.
[ ]

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons démontré que les problémes variationnels du Stokes des
deux approches traitées précédemment sont stables, et que l’erreur globale commise par
la méthode NXFEM pour les deux approches est d’ordre optimal pour la vitesse et pour
la pression.

Nous prévoyons de traiter dans la suite la robustesse des deux approches par rapport
a la géométrie d’interface particulierement les deux cas limitea = — Oeta = —
1.
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Chapitre

Résultats numériques pour le
probleme de Stokes

Dans ce chapitre, on présente des résultats numériques dans le but d’illustrer les ré-
sultats théoriques proposés dans le chapitre 4 pour la premiere méthode. Cette derniére a
été implémentée dans dans la librairie C++ CONCHA. D'une part, on s’intéresse a I’ordre
de convergence de la méthode par rapport au raffinement de maillage. D’autre part, on
étudie un écoulement biphasique de Poiseuille pour lequel on connait la solution analy-

tique.
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5.1 Formulation variationnelle associée aux équations de Stokes

Considérons le probleme modele de Stokes (4.4) dans un domaine (), séparé par une
interface lisse I en deux sous-domaine Q" et Q¢*. Contrairement au chapitre 4, on prend
ici des second-membres non-nuls, afin d’identifier tous les termes qu’on sera amené a
programmer pour tester divers cas-tests. On cherche la vitesse u : O — RR? et la pression
p: Q) — Rtelles que

( —div(uyVu)+Vp = f dans Q"UQF,
divu = ¢ dans Q" UQY,
u = up sur 00, (5.1)
[uf = 0 sur T,
(uVu-n—pn] = g sur T

ou y est la viscosité discontinue et strictement positive, supposée ici constante par sous-
domaine : y = p;, dans Q" et y = ., dans Q.

On s’intéresse a la formulation variationnelle du probleme (5.1) utilisant la premiere
approche développée dans le chapitre 4. Les conditions de bord sont traitées de maniere
faible via la méthode de Nitsche.

Dans ce cas, nous avons les formes bilinéaires :

ap(ap, vi) = ) /quh Vvhdx—/{yvnuh} [V, ds—/{yvnvh} [w,] ds
TeT"UTe

+A Z )\T/uh] \ ds—/yvnuh vhds—/yvnvh uy, ds

TETr rT
+)\D Z /uh vhds
TeTB
bu(pnvi) = — ), /PhleVh dx+/{Ph} vy, - 1] dS+/Pth'ndS
Te’r“’l TC.X BQ

et les formes linéaires :

lh(Vh):/f'Vth+/g'{Vh}*dS+/\D 2
Q r

hﬁ/up vhds—/yvnvh uDds
TeT? 20

o, (q) :/(qux+/up-nqu,
0

ouA > 0et Ap > 0 désignent des parametres de stabilisation indépendants des coeffi-
cients de viscosité et de la géométrie du maillage ; At est le parametre donné par (1.14).

La formulation variationnelle discrete associée au probleme (5.1) se met sous la forme
mixte suivante : trouver (uy, p,) € Vj, x Qy, tels que

ap(ay, Vi) + by (pr,ve) = (vy), Vv, €V,
(5.2)

bu(qn,uy) = ou(q), Vqn € Qp.

Ci-dessus, 'espace V), tient compte des degrés de liberté sur toutes les arétes (bord in-
clus).
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Ce probleme est ramené a la résolution d'un systéeme linéaire sous la forme conden-

(2 )()-(5)

5.2 Cas tests académiques

5.2.1 Solution exacte linéaire avec une interface droite

Afin de valider notre code, on considére le probleme modéle de Stokes (4.4) dans
le carré unité ) = [—1; 1] x [—1; 1], séparé par l'interface I' d’équation x = 1/2 en
deux milieux Q" = [~1; 1/2[x[~1; 1] et Q% =]1/2; 1] x [~1; 1]. Nous avons choisi la
solution exacte linéaire suivante :

—0,5+2x+y
7 - 7 4 :1'
u(x,y) (—0,5+x—2y> p(xy)

5.2.2 Solution exacte continue avec une interface artificielle

Nous analysons le cas d"une interface artificielle dans un fluide incompressible avec
les propriétés des matériaux constantes sur I'ensemble du domaine de simulation, comme
proposé dans [16, 77]. Pour le probleme de Stokes (4.4) avec coefficients de viscosité
Win = Mex, la solution analytique est :

(x,v) 20 (x,y) = 60x*y —20y° — 5
u(x,y) = , x,y) = 60x°y — —5.
y Bxh — 5y Py Yy Yy
Elle satisfait des conditions de bord de type Dirichlet homogenes et le second membre

estf =0.

5.2.3 Solution exacte quadratique avec une interface courbe

Dans la suite, pour faciliter les comparaisons, nous considérons une interface ellip-
tique et le méme cas-test que R. Becker et al. [16]. Ceci est un probleme élastique linéaire
incompressible qui peut étre réinterprété comme un probléme Stokes avec un terme
source f approprié.

Plagons-nous maintenant sur le carré unité Q) = [0; 1] x [0; 1], séparé par l'interface
de discontinuité

F={(xy) : (x=x)*+(y—ye)* =a’},
en deux milieux Q" et O tels que
" ={(xy) : (x—x)*+(y—y)? <a’},
Q% ={(x,y) « (x—x)* + (y —ye)* > a*}.

La figure Fig. 5.1 illustre le domaine physique étudié :
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(2(’,,"(,‘

exr

Q

Fig. 5.1 — Probleme physique

Fixonsa = 1/4, xc = yc = 1/2, Ejy = Eex = 1, Vex = 1/4 et vy, = 0,49. Les coeffi-
cients de viscosité y; sont définis comme suit :

E;

=" {=in,ex. 5.3
Ui 20+ v) i=1in,ex (5.3)

En utilisant les coordonnées polaires, avecr = \/(x — x:)2 + (y — y¢)2, b = 1/2,la vitesse
u = (u,, up) et la pression p sont données sous cette forme :

(r.0) Cint si Q"
u,(r,0) =
r (1" PP )Cex + ? si Qex/

T

_zcinAin si Qin,
4 (7’, 9) = .
—2CexAex Si ¥

avec
Ao — Einvin
m <1+1/in)(1—21/in)’
E
Aoy = exVex

(T4 Vex ) (1 — 2vex)”
b2 b2
Cin = <1 - az> Cex T 2

(Ain + Win + V8x>b2
<A3x + Vex)az + (/\in + Vin)(bZ - aZ) + ‘uexbz.

Cex

C’est une solution analytique qui vérifie le probléeme de Stokes (4.4) avec des conditions
de raccord nulles sur I'. Le second membre est f = 0 et la fonction ¢ est définie par :

o= % dans Q" U O,

5.2.4 Résultats numériques

Nous avons implémenté les trois tests numériques dans la librairie C++CONCHA.
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Dans un premier temps, pour valider notre code, nous avons considéré la solution
exacte avec une interface droite et différentes viscosités dans chaque sous-domaine du
carré unité. Toujours dans le carré unité séparé par une interface artificielle, on considére
une solution exacte continue avec deux viscosités égales. Ensuite, on s’intéresse a une
solution exacte dans le carré unité, qui contient une interface courbe.

On fixe maintenant les valeurs de A = 100 et Ap = 100 pour les tests numériques.

- Solution exacte linéaire avec une interface droite

Pour différentes valeurs des coefficients p;, et pex, on retrouve que les erreurs en
norme énergie et en norme L? pour la vitesse sont nulles, ainsi que la norme L? pour
la pression. Le tableau Tab. 5.1 récapitule ces résultats pour des coefficients pj,;, = pex =1
Pa.s.

N Ip = Pulloo [ — un[] [ = unllo.0
64 1,75-10714 4,98.10714 1,65-10 14
256 1,88-10714 8,70-10~1° 9,31.101°
1024 431.10714 1,57-10714 1,21-10° P
4 096 5,04-10~14 2,90-10~14 1,59-10~ 15
16 384 7,59-10~ 14 5,01-10~14 2,11.10° P
65 536 1,36-1013 1,04-10°13 5,57-10~1°

Tab. 5.1 — Erreurs : solution exacte linéaire (y;,, = ptex = 1 Pa.s)

- Solution exacte continue avec une interface artificielle

Comme précédemment, on montre dans le tableau Tab. 5.2 les erreurs en norme éner-
gie et en norme L? obtenues pour la vitesse u et en norme L? pour la pression p, en
fonction du nombre de triangles N pour un raffinement uniforme. On présente les er-
reurs et 'ordre de convergence r, i.e. O(h") = O(N~"/%) ot r = log, p, p est le rapport
entre I'erreur sur la maille N et I’erreur sur 4N éléments.

N [lp—pulloa [ ordre | [[Ju —uy[[] | ordre | [[u— uylloq | ordre

64 1,09 — 1,24 — | 6581072 | —

256 4,68-10°1 | 1,00 | 651-1071 | 0,93 | 2271072 | 1,95
1024 2,23-107' | 1,07 | 3,1410°' | 0,99 | 4901073 | 1,83
4096 1,10-10-' | 1,02 | 1,5810°' | 099 | 1,34107% | 1,88
16384 | 5491072 | 1,01 | 790-1072 | 1,00 | 3,552:107* | 1,92
65536 | 2,74-1072 | 1,00 | 3,96-1072 | 1,00 | 9,07-107° | 1,96

Tab. 5.2 — Erreurs : solution exacte continue (i;;, = pex = 1 Pa.s)
Les résultats obtenus sont en accord avec la théorie, c’est-a-dire :
[ —upl|| = O(NTV?) = O(h), |4 — upllon = O(N™") = O(H?),

Ip = pulloq ~ O(N"Y2) = O(h).
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Pour différentes valeurs de viscosités j;;, = pex, On retrouve les ordres de convergence
précédents pour la vitesse et la pression.

On représente maintenant les erreurs, en échelle logarithmique, sur la vitesse en norme
énergie et en norme L et sur la pression en norme L2. Nous retrouvons dans la figure Fig.
3.6 'ordre de convergence théorique.

Convergence des erreurs

g 0014

0,001+

0,0001 T T T )
10' 10° 10' 10' 10°

Fig. 5.2 — Ordre de convergence pour les erreurs

- Solution exacte avec une interface courbe

On montre dans le tableau Tab. 5.3 les erreurs en norme énergie et en norme H' obte-
nues pour la vitesse u et celles en norme L? pour la pression p, en fonction du nombre de
triangles N pour un raffinement uniforme. On présente les erreurs et les rapports a qui
nous donnent I'ordre de convergence.

N lp — pulloq | ordre | |||u —uy|| | ordre | |ju — uy|lo,q | ordre

64 9,00-1071 | —- 527 — | 311107t | —-

256 4,40 -10~1 1,03 3,09 0,77 1,05-1071 1,57
1024 8,30-10~'1 | 1,30 1,49 1,05 2,50-102 2,07
4096 3,73-107! 1,15 | 7,35-107! 1,02 5,97-1073 2,06
16 384 1,77-1071 1,08 | 3,64-1071 1,01 1,45-1073 2,05

Tab. 5.3 — Erreurs et ordres de convergence : solution exacte quadratique

On retrouve numériquement 1’ordre de convergence O(h) pour la vitesse 1 en norme
énergie et O(h?) en norme L?, c’est-a-dire :

[|u = upl|| = O(N"V2) = O(h), |lu—uplloa = O(N"') = O(h?),
0o = O(NV2) =0O(hn).

P — pn

On trace maintenant les courbes représentant le logarithme des erreurs calculées en
fonction du logarithme du nombre d’éléments, pour une approximation P! non-conforme
pour la vitesse et PY pour la pression. Nous retrouvons dans la figure Fig. 3.6 'ordre de
convergence théorique.
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Convergence des erreurs

log(Erre:

0,014

0,001 T T T

Fig. 5.3 — Ordre de convergence pour les erreurs

5.3 Ecoulement de Poiseuille biphasique ot y;, = pex

Il s’agit ici d’étudier un écoulement d"un fluide de viscosité y;, = p.x = 10 Pa.s, afin
de valider notre méthode.

On considére maintenant un écoulement de type Poiseuille biphasique. On considere
le domaine de simulation Q) = [0; 0,1] x [—0,01; 0,01], séparé par l'interface I' d’équa-
tiony = —0,002 (représentée par des tirets dans les figures) en deux sous-domaines** =
]0;0,1[x] —0,01; —0,002[ et Q™" =]0; 0,1[x] — 0,002; 0,01].

On rappelle que le parametre de stabilisation est fixé a Ap = 100, afin de traiter les
conditions de type Dirichlet de fagon faible dans la formulation variationnelle via la mé-
thode de Nitsche.

5.3.1 Vitesse entrante parabolique

On désigne par T et n respectivement la tangente unitaire et la normale unitaire a 0}
et les conditions de bord sont les suivantes :
— T, estle bord entrant, on impose

:§a2_y2

S~ 4=0,0L

u-t=0; u-n

— T'ut est la sortie, on impose une condition de Neumann homogene.

— Surl'interface T, on impose des conditions de raccord : [u] = 0, [yVu-n— pn] = 0.

— Sur I'p, on impose une condition de type Dirichlet homogeéne.

La figure Fig. 5.4 illustre les conditions ainsi que les notations mises en jeu cet écou-
lement.

Oin

[‘in r Cout

QT

I'p

Fig. 5.4 — Configuration géométrique
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Nous avons considéré un maillage CrissCross composé de 81 920 triangles pour réali-
ser les tests numériques. Les tirets des deux c6tés de chaque figure désignent la position
de l'interface d’équation y = —0, 002.

ul
0
1.500e+00

7.220e-05
Ese—ﬁ
“12 7

b *;3&5

EO.s E&\ﬁ
-6.528e-05
1.262e-04

(a) Premiere composante de la vitesse

4
b

Wunuuy
as

(b) Deuxieme composante de la vitesse

2998e+04

2
8

S i

§

15000

IEREE

H

5000

30126401

(c) Pression

Fig. 5.5 — Ecoulement de Poiseuille avec profil d’entrée parabolique

La Fig. 5.5 présente la premiére composante V0 et la deuxieme composante V1 de la
vitesse. On observe que la pression est linéaire et la vitesse verticale est presque nulle.

5.3.2 Vitesse entrante quasi constante

On veut tester notre méthode avec une solution non réguliére aux coins du domaine
Pour cela, on impose a I'entrée I';;, une vitesse normale :

1— e—k(y-‘r0,0l) si y <0
u-t=0; u-n= ,k = 2000.
1—ev=000) iy >0

Remarque 5.3.1. Sur le bord entrant T';,, nous avons imposé u - n sous la forme exponentielle
pour que la vitesse soit nulle en y 0, 01.

Les autres conditions de bord et de raccord restent inchangées. Pour Nous avons
considérés le méme maillage que précédemment.
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U1
l2.671 e-01

uo
[1 .426e+00

10695 20.1 336
E-on 34

Eo.asss
2.007e-04 -2.671e-01

(a) Premiere composante de la vitesse (b) Deuxieme composante de la vitesse

P
[ 5.223e+04

-39150
F 3050

2.863e+01

(c) Pression

Fig. 5.6 — Ecoulement de Poiseuille avec profil d’entrée constant

On observe que les deux liquides immergés dans les milieux Q™" et Q%, s’écoulent

comme un seul liquide.
Les valeurs plus élevées de la pression sont situées au voisinage du paroi pour les

deux liquides.
On présente dans la figure Fig. 5.7 le profil de vitesse Uy d"une coupe a x = 0,05. On

obtient donc le profil d’écoulement de Poiseuille monophasique.

1,0x10°

5.0x10°

e (m)

0.0

-5,0x10°

-1,0x10° " - -
0.0 5.0x10° 1,0x10” 1.5x107 20107

Vitesse (ms”)

Fig. 5.7 — Profil d’écoulement de Poiseuille

54 Ecoulement de Poiseuille biphasique

On considere maintenant un écoulement de type Poiseuille biphasique. On considere
le domaine de simulation QO = [0; 0,1] x [—¢; t] avec t = 0,01m, séparé par l'inter-
face T' d’équation y = (t avec { = —0,2 en deux sous-domaines QO =]0; 0,1[x] —

0,01; —0,002] et Q" =]0; 0,1[x] — 0,002; 0,01].
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On définit u la viscosité des fluides dans chaque sous-domaine telle que

Uin = 100 Pa.s sur Qi
H= MPex = 10Pas  sur Q.

On fixe le parametre de stabilisation Ap = 100 pour les tests numériques, afin de
traiter les conditions de type Dirichlet de facon faible dans la formulation variationnelle
via la méthode de Nitsche.

5.4.1 Vitesse entrante parabolique

On désigne par T et n respectivement la tangente unitaire et la normale unitaire a 02
et on impose ici les conditions de bord suivantes :

— Allentrée T,

:§a2_y2

T a=20,01.

u-t=0; u-n

— A la sortie Ty, condition de Neumann homogene
uVu-n—pn = 0.
— Sur l'interface I', conditions de raccord
[ul=0, [pVu-n—pn]=0.
— Condition de type Dirichlet sur I'p
u=20.

Dans la figure Fig. 5.8, les conditions ainsi que les notations mises en jeu dans notre
exemple sont illustrées.

Oin

I

in r Cout

e

I'p

Fig. 5.8 — Configuration géométrique

Les tests numériques ont été réalisés sur un maillage CrissCross composé de 81920
triangles. Les tirets sur les figures désignent la position de l'interface d’équationy = Jt =
—0,002.
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Fig. 5.9 - Ecoulement de Poiseuille biphasique avec profil d’entrée parabolique

On présente dans Fig. 5.9, la solution obtenue ; U0 et U1 correspondent a la premiére,
respectivement a la deuxieme, composante de la vitesse.

Apres la mise en équilibre de I"écoulement, on observe que la pression est linéaire et
la vitesse verticale presque nulle (comme on pourrait s’y attendre).

5.4.2 Vitesse entrante quasi constante

On souhaite maintenant tester notre approche sur un cas physique. On considére pour
cela un profil d’entrée quasi-plat, tel que la solution se raccorde aux coins du domaine.
On reprend les mémes conditions imposées dans le cas test précédent. Cependant, on
impose a I’entrée I';;, une vitesse normale de la forme :

1—e k) siy <0
u-t=0; u-n= .k = 2000.
1—evY siy>0

Les autres conditions de bord et de raccord a travers l'interface restent inchangées. Pour
faire les tests numériques, on considere le méme maillage que précédemment. On note
que les tirets sur les figures précisent la position de l'interface d’équation y = (t avec
¢ = —0,2. On reprend les viscosités suivantes :

Min = 100 Pa.s  sur Qi
H= Hex = 10Pa.s  sur Q.
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Fig. 5.10 — Ecoulement de Poiseuille biphasique avec profil d’entrée quasi constant

On observe dans la figure Fig. 5.10(a) que 1’écoulement est développé rapidement. Le
liquide plus visqueux, dans la partie supérieure )", s’écoule plus lentement au voisinage
de la paroi que le liquide moins visqueux du milieu ().

On présente dans la figure Fig. 5.10(c) la pression calculée. On observe que la pres-
sion est plus élevée pour le liquide immergé dans le milieu Q" ayant une viscosité plus
grande.

Comme prévu, dans la zone ot I'écoulement est développé, la pression est linéaire
par rapport a x et indépendante de y. On observe un pic dans le coin supérieur a l'entrée,
qui est dt aux valeurs élevées de la viscosité y;, et du taux de cisaillement aa”—; pres de ce
coin ; ceux-ci implique une valeur élevée de la contrainte de cisaillement 5.

5.4.3 Comparaison avec la solution analytique dans 1’écoulement développé

Il existe une solution analytique dans le cas d"un écoulement biphasique développé
de liquides newtoniens incompressibles.

Pour la déterminer, on cherche la pression p indépendante de y telle que p(x) = ax+b
et la vitesse sous la forme u = (u(y),0). Les différentes constantes sont déterminées a
partir des conditions aux limites et des conditions de transmission [u({t)] = [T12({t)] = 0.

Nous obtenons finalement les expressions suivantes des vitesses :

{uin: g (t=y) (k=1)t—y),
ut = S (t+y) (y— (k+ 1)),

(trox—pin) 1—-C%)
pin(14+0) +ex (1-0)

Nous allons comparer les résultats de la simulation numérique avec cette solution
analytique.

La simulation numérique est réalisée dans le domaine ) = [0; 0,1] x [—0,01; 0,01],
séparé par l'interface I' d’équation y = —0,002, dont la géométrie est présentée dans la
figure Fig. 5.11. On considere un maillage CrissCross composé de 81920 triangles. On
impose les mémes conditions de bord que dans le paragraphe 5.4.2.

avec k =
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La figure Fig. 5.11 présente une comparaison entre la solution numérique et la solu-
tion analytique. Il s’agit d"une coupe verticale a x = 0,05m (ou I’écoulement est déve-
loppé) des profils des vitesses horizontales. Ces résultats ont été obtenus pour : y;,, = 100
Pa.s, ptox = 10 Paiset A = Ap = 100.

1x10”
A — Solution analytique
q o Simulation numérique
5x10”
W, =100 Pa.s
E oo
4 4
5x10° 1, =10 Pas
1x10? T
00 50x10° 1,0x10” 1,5x107 20x10°

Vitesse (m.srl)

Fig. 5.11 — Ecoulement de Poiseuille biphasique : comparaison entre la solution numérique et la solution
analytique

Nous constatons une trés bonne concordance entre la solution analytique et la solu-
tion numérique obtenue a l'aide de la librairie CONCHA.

Dans la figure Fig. 5.12, on présente les pressions calculées dans les deux domaines.
Nous constatons qu’une pression plus importante est nécessaire pour déplacer le fluide
plus visqueux de Q" (voir la figure Fig. 5.10(c)); nous voyons encore une fois que les
deux pressions deviennent linéaires et égales 1'une a I'autre a partir de x = 0,02m.

— =100 Pas

i —=+ u,=10Pas

P (Pa)

00 T L — T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
X (m)

Fig. 5.12 — Pression
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La Figure Fig. 5.13 montre les profils de vitesse de la solution numérique a différentes
valeurs de x dans la zone de transition (0 < x < 0,02); nous pouvons voir a nouveau
"accélération du fluide moins visqueux et la décélération de celui plus visqueux.

0.010 —
4 X (m)
— 0000
—e 0.005
4 =—= 0010
— 0015
4—4 0020

1w, =100Pas

u,=10Pas

y (m)
s
L

-0.010 4= — —— —— ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 20
v, (mAs")

Fig. 5.13 — Profils de vitesse dans la zone de transition

Nous rappelons que le maillage utilisé n’est pas aligné avec 'interface. En conclusion,
les simulations numériques montrent que nous obtenons le comportement physique at-
tendu, sans aucune oscillation numérique a l'interface.



PARTIE 11

PROBLEME D’INTERPHASE : MODELISATION
ASYMPTOTIQUE ET APPROXIMATION PAR
NXFEM

Dans cette seconde partie, scindée en trois chapitres, nous nous intéressons a 1’ap-
proche asymptotique et a 'approximation par méthode NXFEM des problemes d’inter-
phase. Le premier chapitre de cette seconde partie est dédié a un état de l’art sur la modé-
lisation asymptotique et a la présentation des problemes d’interphase considérés. Nous
donnons aussi quelques outils et notations qui seront utiles dans les chapitres suivants.
Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéresserons a un probleme modeéle elliptique de
type Darcy avec une fracture. Nous justifierons le probleme aux limites obtenu apres pas-
sage a la limite sur I'épaisseur de la couche mince dans le probléme variationnel. Nous
développerons ensuite une méthode de type NXFEM avec des éléments finis conformes.
Enfin, des simulations numériques seront effectuées et comparées avec des résultats de
la littérature. Dans le dernier chapitre, I'extension des résultats de chapitre précédent au
probléme de Stokes sera développée. Nous proposerons et justifierons un modele asymp-
totique pour les équations de Stokes, lorsque 1'épaisseur de la couche mince comprise
entre deux fluides tend vers 0.






Chapitre

Interphase et probleme asymptotique

Ce chapitre a pour but de présenter brievement les problémes modéles que 1'on trai-
tera dans les chapitres suivants. Nous présentons les notations et les changements de
variables mises en jeu dans le cas d’une interface rectiligne ainsi que pour une interface
courbe.

Sommaire
6.1 Introduction .. ........... ... . ... . i, 139
6.2 Présentation de problemesmodeles . . . .. ... ... ... .. ..., 140
6.3 Modélisation asymptotique . . . . ... ... L L o oL 142
6.3.1 Cas d'uneinterfacerectiligne . . . .. ... ... ... ... ..., 142
6.3.2 Casd’uneinterfacecourbe ... .. ... ... ... .. ... ... 143

6.1 Introduction

L'utilisation de I'approche asymptotique est assez courante dans la littérature. Ainsi,
a cause de la taille des problemes a résoudre, on tient compte du fait que le domaine
considéré (couche mince, lac, faille, membrane,...) a une faible épaisseur. Cette approche
est au cceur de nombreuses applications, qui peuvent étre industrielles (aérospatiale, mi-
lieu pétrolier ...) mais également bio-médicales (écoulement du sang, déformation des
globules rouges ...).

Les milieux pétroliers hétérogeénes constituent un exemple important. L'une des rai-
sons est la présence de fractures pouvant jouer un role hydraulique, par contribution
de maniére considérable a la capacité des sols transportés par 1’eau et les polluants ; ceci
montre 1'utilité de la modélisation des failles et de leur prise en compte lors d"une simula-
tion d’écoulement de fluide dans un milieux poreux fracturé. L'épaisseur de ces fractures
joue un rdle tres important pour I’écoulement des différents fluides.

La connaissance quantitative de 1’écoulement dun fluide dans les milieux poreux
trouve de nombreuses applications notamment en géologie (gestion des nappes phréa-
tiques, écoulement souterrain), en ingénierie pétroliere et peut aider a la compréhension
des phénomenes géophysiques comme le volcanisme ou la tectonique des plaques. Une
autre application est en thermodynamique, ot la couche mince représente un matériau
treés conducteur. La modélisation mathématique et la simulation numérique sont fonda-
mentales pour la compréhension et la gestion de ces phénomenes. De plus, les études de
propagation de polluants (stockage des déchets nucléaires, propagation dans les nappes

139



140 CHAPITRE 6 : Interphase et probléme asymptotique

phréatiques) nécessitent une étude préalable de 1’écoulement des fluides qui les trans-
portent.

En médecine, dans la modélisation de I'écoulement de globules rouges, l'intérét de
développement asymptotique est présent, afin d’éviter le probleme de faible épaisseur
de la membrane, voir le dernier chapitre de la these.

Aussi, nous nous sommes intéressés aux problémes qui font apparaitre des domaines
de faible épaisseur. Beaucoup de projets de recherche nécessitent le développement des
méthodes robustes pour la prise en compte de cette épaisseur tels que la prise en compte
des fissures ou des perforations. Cela nous a conduit aux problemes d’interface, ce qui
s’inscrit dans la thématique de I'équipe CONCHA et de cette these, voir la premiere par-
tie.

Le chapitre est constitué comme suit : nous commengons par présenter les équations
qui gouvernent I’écoulement dans le domaine du calcul pour chaque probleme modéle.
Dans la section suivante, nous distinguons deux types d’interface qui nous intéressent
dans les chapitres suivants. Ici, on présente les changements de variables et les notations
mises en jeu dans la modélisation asymptotique.

6.2 Présentation de problemes modeles

Dans cette partie, on considére un domaine physique (), borné régulier, séparé par
les interfaces I'" et I'!™ en trois domaines différents (3}, O, Q¢ tel que

Q. =QruQruQEUTnyTe

ol ¢ est un petit parametre représentant 1’'épaisseur de Q*. On suppose qu’on peut dé-
crire le domaine ()} (représentant une couche mince) a partir d’une interface réguliere I
sous cette forme :

Q;”:{gemz;g:g+eln(g),geret—h(f)<1<h(2':)} 6.1)

ol n est la normale unitaire a 1'interface I et la fonction épaisseur i : I' — IR est régu-
liere et bornée.

La figure Fig. 6.1 illustre un exemple de la géométrie du domaine fracturé, d’intérieur
O, et fixe les autres notations.

Fig. 6.1 — Exemple du domaine fracturé
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Les problemes modéles considérés dans cette these s’inscrivent dans I'étude des équa-
tions aux dérivées partielles. Nous présentons deux exemples types que 1’on souhaite ré-
soudre dans les deux chapitres suivants. Pour simplifier la présentation, on se limite aux
conditions de bord homogenes de type Dirichlet.

1. Modéle de type Darcy : pour la configuration (), on souhaite trouver 1'inconnue
ile dans tout le domaine (). Le probléeme initial est le suivant :

-V (KVii)) = f dansQ"uUQ"uUQ%,
e = 0 suradQ), 62)
[de] = 0 surTUTe, '
[KVi,-n] = § surTi"ure
ou
K" dans Qi", fin dans Q", §"  sur I'",
K= K" dans Q", f=< f" dansQ’, §=
K* dans O, fe* dans OQ%F, g sur I'Y".

On suppose que les tenseurs de diffusion (K) par sous domaine sont symétriques,
a valeurs dans L*(Q)}) et vérifient la condition d’ellipticité suivante :

3B; >0, IXK'X > Bi|X|?, VXeER? i=in, ex,
3Bnw >0, 'X(eK™MX > Bu|X]*, VX eER?
et on note

lim ¢K!" = K".
e—0

2. Modele de Stokes : on s’intéresse ici a trouver le champ de vitesse du fluide et sa
pression dans tout le domaine (),. Le probleme modele que 1’on considére est le

suivant :
—uhie +Vp, = f dans Q" UQ"UQY,
divai, = 0 dans Q" UQ"UQY,
. = 0 sur 0Q), (6.3)
@] = 0 sur T UTY,
[uVie-n—pen] = g sur Tinyre

avec @i, la vitesse définie par sous-domaine, @il = Ue|qyi, i = in,m, ex et f la pres-
sion définie aussi sur chaque sous-domaine, fi’. = f| Qi I =in,m,ex.

La premiere équation est I'équation de conservation de la quantité de mouvement
et la seconde est I'équation de conservation de la masse, qui traduit 1’hypothese que le
fluide est incompressible.

On suppose que la viscosité est constante par sous domaine et on suppose aussi que
f et § sont des fonctions régulieres de L telles que

#iy  dans QF, " dans Qin, gn  sur I'",
tm/e dansQ, f f' dans Q", g=

~ex 56X
pex  dans OF, f*  dans Q, g~" sur IT"

H
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6.3 Modélisation asymptotique

Dans cette section, on donne les notations et les changements de variables que I'on va
considérer dans la suite, afin d’obtenir le modéle asymptotique.

Nous nous limiterons dans la suite au cas bidimensionnel, le cas tridimensionnel se
traitant d’'une maniére rigoureusement analogue.

6.3.1 Cas d’une interface rectiligne

On suppose ici que l'interface est I' = [0; 1] (i.e. la courbe moyenne de Q)}"); I'épais-
seur de ()] est constante, 1 = 1. Nous donnons les éléments qui entrent en jeu pour
définir le probleme variationnel obtenu lorsque ¢ tend vers 0.

Pour simplifier la présentation, on considere le domaine O, = ﬁiﬂ uQ, UQ; (voir
Fig. 6.2) tel que

. & &
O =]0; 1[x] =1 2; =7,
Qr =0; 1[x] — =; =,

2
£ &
O =10, 1[x)5; 1+ 5[

Nous faisons les changements de variables pour que chaque sous-domaine de (), soit
indépendant de e. Notons respectivement ¢ et V7 la fonction 7 et son gradient exprimés
dans ce nouveau repere.

Domaine initial | Domaine apres changement | Changement de variables
e—1
ngn Qin :]O,l[X]i,—l[ s=1X, l:y+ >
272
—1 s=x, [|= E
a Q" =J0; 1[x] 5 31 S
1 s=x, l=y—"_ !
Qe Q% =10; 1[x]; 3 R

Tab. 6.1 — Changement d’échelle dans le domaine (),

Avec ce changement de variables, I'opérateur de dérivation gradient reste invariant
dans les domaines )" et Q% ; et vaut Vv = V,,0 ainsi que la mesure de Lebesgue
dsdl = dxdy. Cependant, nous avons les nouvelles définitions de ces quantités dans le
domaine )" :

050 = 0x0, 0;v=¢€9d,0, dxdy = edsdl

et le domaine (), devient alors w =]0; 1[x |—3; 3 [ avec I =]0; 1[.

La figure Fig. 6.2 illustre la géométrie avant et apres changement d’échelle :
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(a) Avant changement d’échelle (), (b) Apres changement d’échelle w
Fig. 6.2 — Géométrie avant et apres changement d’échelle
6.3.2 Cas d’une interface courbe
On considere ¢ : [ = [0; 1] — T une courbe paramétrée par 'abscisse curviligne

notée s, croissante dans le sens direct par rapport a Q"
En utilisant un changement de variables dans le repere de Frenet, on décrit le domaine
de faible épaisseur comme suit :
h(¢) h(¢)

Pour simplifier I’étude, on suppose ici que 1'épaisseur de l'interface I' est constante
dans le sens de la normale (h = 1) et que la courbure moyenne de I' est lisse.

On désigne par T = —> le vecteur unitaire tangent a I' orienté dans le sens des s

croissants, voir Fig. 6.3.

Fig. 6.3 — Systéeme de coordonnées locales sur I'.

On rappelle ici les formules de Frenet :

dr_ dn_

— =rn, — =—rT
ds " ds

ot r = r(s) est la courbure de I' au point ¢ = ¢(s).
Dans la suite, pour alléger les notations, on posera r(s) = r et on supposera que la
courbure 7 est bornée et indépendante de e.
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Pour tout ¢ de Q) de coordonnées curvilignes (s,]) € Q™ = I x| — % ; %[, nous avons

d{ = t(s)ds+e(In'(s)ds+n(s)dl) = (1 —erl) T(s)ds +en(s) dl

et
dw = ¢|1 —erl|dsdl.

En utilisant la relation
du =Vu-dg,

on obtient, en coordonnées curvilignes (s, ), I'opérateur de dérivation gradient Vu dans
le repere local de Frenet (T, n) :

Iu_ . owm, (6.4)

vLl:l—erl 3




Chapitre

Probleme modele elliptique

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la méthode NXFEM pour un probléme el-
liptique d’interface avec des conditions de transmission non-standard. Dans un premier
temps, nous présentons comment obtenir ce probléme modele a partir d'un modele de
fracture, en faisant tendre 1’épaisseur de la fracture vers 0. Nous proposons ensuite une
méthode NXFEM pour approcher le modele asymptotique, puis nous montrons l'exis-
tence et 1'unicité de la solution du probleme variationnel discret. Finalement, nous pré-
sentons des tests numériques illustrant les résultats théoriques. Les résultats de ce cha-
pitre ont fait 1’objet d"un article intitulé « Nitsche’s extended finite element method for a frac-
ture model in porous media », accepté dans la revue Applicable Analysis : An International
Journal (cf. [36]).
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7.1 Introduction

Ce probleme modele modélise de nombreux phénoménes dans des domaines avec
une couche mince. On trouve par exemple, des phénomenes en thermique, en élasticité et
en électromagnétisme ; on peut citer la répartition de la chaleur dans un corps recouvert
partiellement d’une couche mince de tres haute conductivité thermique, la répartition du
courant dans une plaque bordée d"une tige fortement conductrice, ou encore des failles
en milieux poreux, en mécanique de rupture, etc.

145
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Afin d’éviter de mailler le domaine d’épaisseur faible représentant la couche mince,
nous proposons d’étudier un probleme modele aux limites, obtenu lorsque 1'épaisseur de
la couche mince tend vers 0 et lorsque la perméabilité de la couche tend vers I'infini dans
la formulation faible. Cette approche suit celle de [106] pour les perméabilités scalaires et
des interfaces planes (en 3D); elle a été étendue dans [97,98] pour prendre en compte la
forme de la couche mince, ainsi que le cas non-stationnaire.

D’autres travaux et modeles existent pour traiter le probleme modeéle elliptique des
failles comme on peut le voir par exemple dans [2,29, 63, 64,91]; ils traitent a la fois le
cas tres perméable (comme dans notre travail) et le cas imperméable d'une barriére géo-
logique. Cette approche consiste a décomposer la solution dans 1'épaisseur de la faille
dans une base a petite dimension et a utiliser la technique de décomposition de domaine,
voir aussi [3,4]. Une possibilité est de choisir une base d’éléments finis mixtes en considé-
rant une maille dans l'épaisseur de la faille, basés sur des grilles alignés avec l'interface.
Dans [5,61], la méthode de volumes finis a été utilisée pour la discrétisation. Une autre
approche utilise le développement asymptotique de la solution en fonction de 1'épais-
seur de la faille et permet de trouver les équations vérifiées par les différents termes du
développement. Cette derniere approche a été beaucoup utilisée pour la prise en compte
de la couche mince [48,119] et pour les probléemes d’élasticité [43]. Il est difficile de dire
qu’une telle approche est meilleure qu'une autre.

Le chapitre se découpe comme suit : nous commengons par rappeler le modele a ré-
soudre pour une interface rectiligne. Puis, nous écrivons la formulation variationnelle
faible associée a ce probléme ainsi que la formulation variationnelle en effectuant un
changement d’échelle. Ensuite, nous faisons ’analyse asymptotique du probleme d’ori-
gine afin d’écrire le modele aux limites. Nous montrons dans la section 7.2.2 le passage
a la limite lorsque l'épaisseur de la faille € tend vers 0 et lorsque la perméabilité de la
fracture tend vers co et nous obtenons la formulation faible du probleme au limite.

Dans la section 7.2.2, le modele asymptotique peut étre finalement interprété comme
un probléme aux limites écrit sur les deux domaines indépendants ¢ et délimités par la
courbe moyenne I' de la faille.

Dans la section 7.2.3 nous montrons l’extension de cette approche a une interface
courbe. Nous écrivons le probleme limite avec des conditions de transmission non-standards.
Nous étendons les résultats a une solution discontinue a travers l'interface.

Nous adaptons la méthode NXFEM développée dans le chapitre 2 pour résoudre le
probleme asymptotique dans la section 7.3. Nous prouvons la consistance et la stabilité
de la formulation discrete proposée.

Enfin, dans la section 7.4, nous présentons quelques tests numériques illustrant le
cadre théorique. Nous montrons numériquement que l'erreur de la méthode est optimale
d’ordre h pour la norme énergie et d’ordre /? pour la norme L.

7.2 Modeéle asymptotique continu

On considere le probléme modele elliptique d’interface (6.2) du chapitre 6, que I'on
rappelle ci-dessous :

~V-(KVii;) = f dansQ"uQ"uQ,
fle. = 0 surodQ), 7.1)
[iTe] 0 sur " UTY, '
[KVil,-n] = § surTi"uUre,
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On considere le cas des conditions aux limites de Dirichlet homogénes, pour simpli-
fier la présentation, mais la généralisation aux conditions non-homogeénes ou a d’autres
types de conditions de bord (Neumann, Fourier-Robin) ne pose pas de difficulté particu-
liere.

On définit la forme bilinéaire a, (-, -) et la forme linéaire I.(-) :

ac (i1, 9) :/Ki”Vﬁ-Vﬁdw—i—/K;ﬂVﬁ-Vﬁ dw+/K“"Vﬁ-Vﬁ dw,

Qin Qr Qex
L (3) = / Fodew + / 35 dy + / 35 dy.
o v re

Il est clair que la forme bilinéaire a; (-, -) est coercive uniformément par rapport a € et
continue sur V; x V,, avec V, = Hé (Q).
On introduit alors le probléme variationnel associé au probleme modéle (6.2) :

de € Ve, a. (i, 0) =1(0), 0€V

qui admet une solution unique pour des données suffisamment régulieres.
Pour simplifier la présentation, on commence tout d’abord par le cas d"une interface
rectiligne, puis on étend les résultats a une interface courbe.

7.2.1 Cas d’une interface droite

Nous nous intéressons maintenant au cas d’interface rectiligne I' = [0; 1] repré-
sentant une couche mince (}' d’épaisseur constante # = 1 . On consideére le domaine

Q. =0/ uQ UQY (voir Fig. 6.2) tel que

i 3 3
O =0, 1[x] - 1-5; =3[
m_1p- _&. ¢
QS _]O’ 1[><] 2’ 2[’
S £

On reprend les notations et les changements de variables décrits dans le chapitre 6.
On écrit alors

ae (1,0) = / K"V - Vodsdl + / KV - Vodsdl
Qin Qex

1 1
+ / <K§”185uasv + EKTz(asualv + 0judsv) + 821(338;118;0) dsdl,
QW

le(v) = / fvdsdl+/£fmvdsdl+ / guds.

QinyQex om Tin|lex

On désigne par
V= {v = (v™, 0™, v) € HY(QM) x H'(Q™) x HY(Q%);

0" = " sur I'", v = o™ sur I'* et v = 0 sur E)Q} = Hp(w)



148 CHAPITRE 7 : Probléme modéle elliptique

ol le domaine w est obtenu a partir de (), via le changement de variables précédemment,
w =0; 1[x ] -3;3 [. Le probleéme variationnel correspondant est :

ue €V, ag(ug,v) =1I(v), YoeV. (7.2)

Remarque 7.2.1. Seulement la forme bilinéaire a; (-, -) dépend singulierement du parametre e,
puisque le second membre I(-) est borné par rapport a €. Ce probleme entre donc dans le cadre
général des problemes elliptiques dépendant d’un paramétre. Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur a [37,41].

Grace a I'inégalité de Poincaré et a la positivité de tenseur K! pour i = in,m,ex, on
obtient facilement 'ellipticité de a, (-, -), avec une constante & > 0 indépendante de ¢ :

Yu. €V, ae (Ue, Ug) > oc|u£|iw. (7.3)
Le lemme de Lax-Milgram donne ensuite l’existence et l'unicité de la solution du pro-
bleme (7.2), pour tout (™, f™, f) € L*(Q") x L2(Q™) x L*(Q%) et (g™, %) € L*(I'™) x

L?(T**). En méme temps, on obtient, a I’aide de (7.3) et de 'inégalité de trace, le résultat
suivant :

Proposition 7.2.1. Soient e <1, (f™, f™, f) € L2(Q¥") x L2(Q™) x L2(Q) et
(8, ¢%) € LA(I') x L2(T%). Il existe une constante C > 0 indépendante de ¢ telle que

1
IV itello,comuqres + [9sttello,com + Z[@nttello,om < C. (7.4)

Comme conséquence directe de cette proposition, la suite (u),., est bornée dans V
et nous avons aussi :

Proposition 7.2.2. Il existe une constante C > 0 indépendante de ¢ telle que
HalugH()’Qm S Cs. (7.5)

Par conséquent, il existe une sous-suite de (u,) notée (i), , qui converge faiblement
dans V' ; on note ug sa limite lorsque ¢ tend vers 0. D’ot1 la proposition suivante :

Proposition 7.2.3. Il existe ug € V tel que
— (ug) converge faiblement dans V vers uy,

— (9yu.) converge fortement dans L?(Q™) vers 0,

1
— il existe wy € L?(QY™) tel que (Ealug) converge faiblement dans L*(QY™) vers wy.

Pour identifier la limite wp, nous rappelons le Lemme suivant (voir [11] et [119]) :

Lemme 7.2.1. Soit A € L*(Q™) et H = {v € H(Q™); v = 0 sur 9Q™ \ [**}. Alors

/Aalvdlds —0, VoeH—A=0.
in
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Démonstration. On prend tout d’abord v € D(Q)") on obtient d;A = 0 dans D’ (Q)") au
sens de distributions : A ne dépend donc que de la variable s (i.e. A = A(s)).

On considere maintenant H = {v € D(Q"); v = 0 sur 9™ \ T*}. Alors, pour tout
vecHona:

1 1/2 1
0= /Aalvdlds:/A(s) / 3,0(s, 1) dl ds:/)&(s)v(s,;)ds.
Qm 0 —1/2 0

Par densité de ‘H dans H, cette relation reste vraie pour tout v € H.
On définit maintenant 1’opérateur de trace sur I'** par

7" H — Hyf*(T*)
0 —— Z)|rex.

Cet opérateur est linéaire, continu et surjectif. Il vient donc que

1
[A@us)as = [ Ay, %) ds=0, Vue HY(I®). 7.6)
ex 0

Par conséquent,
A=0.

Nous obtenons alors la proposition suivante :
Proposition 7.2.4. Ona

Km
wo(s,1) = —K—}qfasuo(s, 0), p.pdans Q™.
2

De plus, si K" est une matrice diagonale alors wy = 0.

Démonstration. On multiplie le probleme variationnel (7.2) par ¢, on passe a la limite
quand ¢ tend vers 0 et on utilise la Proposition 7.2.3. On obtient alors :

/ (K1505100;0 + Kjpwoov) dsdl =0, Vo e V.
Qm

On applique le Lemme 7.2.1 avec A = K{,0sug + KJ,wp, on obtient le résultat souhaité. W

7.2.2 Probleme obtenu apres passage a la limite

Nous pouvons maintenant passer a la limite dans la formulation variationnelle (7.2)
et obtenir le probleme variationnel limite vérifié par u.
On définit Vj par

Vo = {vo €V, 099y =0dans Qm}

Remarquons que pour tout vy € Vp, nous avons

vo(s,1) = vo(s,0)
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et donc

9500(s,1) = dsv9(s,0).
De plus vy € H'(Q™), vp|rer et dsvg sont dans L?(T), donc v |rer appartient & Hy (T¢).
En passant a la limite quand ¢ — 0 dans la forme bilinéaire a.(-,-) et en utilisant la
Proposition 7.2.3, il vient que

lim a(ue,v) 2 /Kquo Vo dsdl + / K{j0sug + Khwo)dsvdsdl. (7.7)
e—0

i=in, excy Om

On remplace maintenant wy de la Proposition 7.2.4 dans (7.7). On obtient alors le pro-
bleme variationnel limite suivant :

ug € Vo, ag (I/lo,U) = ZQ(U), Yo e Vy (78)
ou
ao(u,v) = /K’Vu Vv dsdH—/ a"dsudsv dsdl,
Z /fvdsdl+ Z /gvds
. detK™ (s, 1)
" _ detK"™(s,
a(s,l) = TKIG )

Puisque a™ est borné inférieurement par une constante strictement positive, le pro-
bleme (7.8) admet une solution unique. Par conséquent, par des arguments standards, il
s’ensuit que toute la suite (u,) converge faiblement dans V vers uy.

En plus, nous pouvons également montrer que (Vi) converge fortement dans L?(w)
vers Vi, tandis que (19;u,) converge fortement dans L?(Q)") vers V. En effet, grace
au probleme variationnel satisfait par u, et en utilisant la fonction test u, — ug et 1'égalité
K{%0sug + K3hwo = 0 de la Proposition 7.2.4, nous avons :

) /K’ e —up) - V(ue — ug) dsdl

i= lTl ex
1 1
+ / < 171 (0s(ue — uo))2 + 2K7%0s (e — uo)(galug —wp) + Kﬁ(galug — w0)2> dsdl

— 1 (1t — 1) — /K’Vuo (1t — o) dsdl — /Klla 100ds (1t — o) dsdl

i= mex

- / K{% <2w085(u8 —up) + 881u885u0> dsdl — / KE”zwo(Ealug — wy) dsdl

in
= le(ueg —ug) — ) /K’Vuo -V (ue — up) dsdl
i=inex
Ql
- / (K2 g1t + Kbaog) 3 (it — 1g)dsdl
Q”l

1
_ / <I<{"285(u'€ —up) + Ké”z(galug - w0)> wo dsdl.

QWI
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Clairement, le terme de droite tend vers 0, en utilisant les limites faibles établis dans la
Proposition 7.2.3. Alors nous obtenons les résultats souhaités de convergence forte grace
a la positivité des tenseurs K’ avec i = in, m, ex.

Dans la suite, on utilise les résultats de convergence et on identifie I' = [n = 1% 4]
est utile d’introduire un dernier changement du domaine cité dans la figure Fig. 8.1. On
termine donc avec le domaine Q) = Q" U Q% coupé par l'interface I'.

Qer

rer Q(if(,’
_Qm
s r
rin s
Qin ) o0
Ow Ql’ﬂ,
w Q
a) Avant changement d’échelle ), b) Apres changement d’échelle w
g p g

Fig. 7.1 - Domaine () coupé par l'interface I’

On introduit 1'espace de Hilbert
W= {v cH}(Q), v[r € H}(T),v=0 suraﬂ},

que I'on munit de la norme

lolfy = 3= I(K)2V0l[f o + lla' 205015

i=in,ex
avec
1/2 1/2 "
a(s) = / a(s,1)dl = / W&ll
~i/2 i R
et on pose
g = gin _|_gex_

Remarque 7.2.2. On note que la fonction v = (0™, 0™, v**) appartient @ V; si et seulement si
v = (v™,v%) appartient a W.

Interprétation comme probléme aux limites

On peut réinterpréter le probléme variationnel (7.8) en termes d’équations aux dé-
rivées partielles, en intégrant par parties dans les domaines ()" et () et sur l'inter-
face I'. On obtient des nouvelles conditions de transmission entre les sous-domaines
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Qf,i = in, ex; sur I des conditions de bord de type Ventcel (cf. [86,119]). Le modele
asymptotique obtenu s’écrit :

-V - (KVuy) f dans Q" UQ%,
uyg = 0 surodQ),
[wo] = 0
[KVug-n| —9s(adsug) = g surl.

7.9
sur I, @9)

Il est intéressant de remarquer que, pour un tenseur diagonal K™, nous mettons a
jour le modele correspondant de [106], comme prévu, ou [2]. Cependant, le modele est
légérement différent de ceux de [5,91] qui peut traiter les deux régimes d’écoulement tres
perméables et trés imperméables.

7.2.3 Extension a une interface courbe

Dans cette section, on utilise les notations et les changements de variables cités dans
la section 6.3.2 du chapitre 6.
On écrit la forme bilinéaire a,(+, -) a 'aide des coordonnées curvilignes comme suit :

ag (u,v) = / K"Vu - Vo dsdl + / K“Vu - Vo dsdl
Qin Qex
1 1 1—erl
+ / <|1_€rl|K§”185uasv + EKTz(asualU + aluasv) + w
in

2 K§”281u810> dsdl.

On utilise le fait que la courbure r est bornée et indépendante de ¢, on retrouve les mémes
résultats d’analyse asymptotique que dans le paragraphe précédent. Par conséquent,
pour toutu, v € Vyona:

ap(u,v) = Sli_rr:O a¢(Ue, 0)

= / K"Vug - Vo dsdl + / K“Vug - Vo dsdl + /a(s)asuo(g(s))asv(é(s)) ds

Qin ex I
avec i
m
a(s) =a™(s) = de[z:f(s(?;l) dl.
i 2
En utilisant d-u = LW(ES(S)) la dérivée tangentielle de u et dy = || % ||ds = ds, on obtient

/ucm(s)asuo(g(s))asv(é(s)) ds = /aaruoarv dv,

I r

ao(up,v) = / K"V - Vo dsdl + / K*Vug - Vo dsdl + / x0-1Ugd-0 dI.
Qin Qex T

On réécrit la formulation variationnelle (7.8) pour ay(+, -), on obtient finalement la méme
condition d’interface sur I :

[KViug-n] — ¢ (ad-tp) = g™ + ¢ = g. (7.10)
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Remarque 7.2.3. Dans le cas d'un seul domaine avec une couche mince, la condition de trans-
mission (7.10) sur I est connu dans la littérature sous le nom de la condition de Ventcel, voir par
exemple [86] et [119]. 1l s’agit d"un opérateur pseudo-différentiel et s’écrit sous cette forme :

KVug-n—0.(adrug) =g sur T C Q.

7.2.4 Extension a une solution discontinue a travers l'interface

Revenons au probleme initial de type Darcy (6.2) et considérons une condition moins
restrictive que la continuité de la solution a travers les frontieres de la fracture, a savoir

i —af = %" surTY, @ —al' =% sur T (7.11)
Donc le saut sur I'" U T est [iZ] = %.

Cette situation se produit dans la modélisation thermique des composants électro-
niques (voir par exemple [44]), out x joue le role de la résistance thermique et u est la
température, ou dans la modélisation des fissures (voir par exemple [96]), o1 x peut étre
une fonction (non-linéaire) de 1'inconnue u.

Le probleme a résoudre s’écrit donc de la maniere suivante :

~V-(KVii,) = f dansQi"UQ"UQZ,
0

e = sur 0Q),, 7.12)
[de] = g surT"UT%, '
[KVie-n] = § surT"UTe.

Ce probléeme admet la méme formulation variationnelle que le probleme (6.2) :
ue € VX, a. (ug,v) =Ie(v), Yoe VX

ott la forme bilinéaire a; (-, -) et la forme linéaire /. (-) sont inchangées et définies dans la
section 7.2. Mais, I'espace VX est défini maintenant par

VX :{v € H'(OM) x HY(Q™) x HY(Q); [v] = x sur " UT%, v = 0 sur aQ}.

L'analyse asymptotique faite au paragraphe précédant en utilisant la condition de
transmission (7.11) reste valable. Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient le probleme variation-
nel dans le domaine w (voir Fig. 6.2(b)) :

ug € V&, ao(uo,v) =1lo(v), Voe VéC

ou l'on pose
Vi :{v € VX; 9;v =0 dans Q’”}

On peut clairement identifier une fonction v = (v, o™, v°%) de Véc par (v, o, v°%)
dans H'(QY") x HY(T) x H'(Q) qui satisfait v — o' = x™, v — ol = x** sur T. Les
conditions de transmission sur 'interface I' s’écrivent ici :

in r in ex T ex
Up —Uyg =X Ug —Up =X

K"Vul' -n — K*Vug® -n— 0. (ad-u)) = g



154 CHAPITRE 7 : Probléme modéle elliptique

avec n la normale unitaire extérieure a Q.
On peut facilement éliminer 'inconnue u{, dans la condition de transmission via la
relation ‘ ‘
ug — ubn o Xm — usx o Xex'
Ceci nous permet d’écrire [ug — x] = Osur I et u = up — x.
Le probleme asymptotique qu’on obtient s’écrit alors de la maniére suivante :

—V - (KVup) = f dansQ"UQ%,

ug = 0 suro(),
(7.13)
[up—x] = 0 surT,
[KVug-n| —9¢(ad-(1p —x)) = g surl.

7.3 Meéthode d’approximation de type NXFEM

Nous nous intéressons a développer une méthode numérique de type NXFEM consis-
tante et stable pour le probleme asymptotique (7.13). D’abord, nous rappelons briéve-
ment la méthode NXFEM originale (cf. [75]) pour les conditions de transmission [u — x] =
0 et [KVu-n] = gsurT (cas ot « = 0) a l’aide des éléments finis conformes. Puis, nous
proposons une méthode NXFEM pour le probleme (7.13), avec a # 0.

Pour des raisons techniques, nous supposons des maintenant que

— les tenseurs de diffusion K" et K* sont constants sur chaque triangle et la fonction

scalaire « est constante sur I'r =I'N T, pour tout T € ’ﬁlr.

— K" et K sont diagonaux tels que K' = «'I pour i = in, ex ou I est la matrice

identité.

Remarque 7.3.1. La deuxieme hypothese n’est pas essentielle pour la méthode NXFEM. En effet,
dans le cas o les tenseurs ne sont pas diagonaux, la définition (7.14) des coefficients de pondé-
ration k™ et k°* fait apparaitre K'n - n, i = in, ex au lieu de ' (i = in, ex). Par conséquent, la
preuve du Lemme 7.3.5 est satisfaite sous I’hypothése "I't est un segment” sur chaque triangle
TeT,.

On rappelle, pour faciliter la lecture, quelques notations introduites au chapitre 1

Ti={TeT,, TNQ #Q@}, i=inex,
W) ={v e H'(Q)); v|r € PL,VT € T}, v|aga =0}, i=in,ex,

[u] — uin . uex’ {u} — XX + kinuin’ {M}* _ kinuex + kexuin
avec

) Kex ‘ Tin ’ Kin ‘ Tex‘
K" = . . , k¥ = . . . 7.14
Kex|Tzn’ + Kzn|Tex| Kex|T1n| + Km’Tex’ ( )

Par conséquent, avec W), = W;;” x W;*, la formulation variationnelle du probleme
(7.13) ot &« = 0 consiste a trouver u, € W, tel que

ay (uh,vh) = lh(l)h), Yo, € W (7.15)
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Les notations suivantes ont été employées pour l'écriture de (7.15) :

ay(up, o) = / KVuy, - Voydw — / ({KVuy, - n}oy] + {KVoy, - n}uy]) dy

QmuQu{
#A ¥ [ Ml
TETFFT
w(on) /fvhdw+/g{vh} dy — /{KVU;, n}(x|dy+A Z //\T [op]d7y,
TET, Ty
in,.ex
Ay = K"K\

Kin|Tex| _|_Kex’Tin|

ot A > 0 est un le parametre de stabilisation.
De maniére similaire a [75], il a été prouvé dans [6, 12] que (7.15) est consistant et
stable sous réserve que A soit suffisamment grand, par rapport a la norme suivante :

lolli ==Y IIK2Volg o+ Y ITrl[{KVo - n}5r, + Y Arll[lll5r,  (7.16)
i=in,ex Tenf Tenr

Cette norme est proche de celle définie dans [75] mais elle prend en considération les
coefficients k', k* et At définis précédemment.

Remarque 7.3.2. On peut améliorer la robustesse par rapport a la norme précédente en rempla-
T
Arht’

cant |T't| devant {KVv - n} par le poids voir le chapitre 2.

De maniére classique, I’estimation d’erreur a priori est vérifiée :

|lu —uplp < C inf ||u—opp,
v, €W,

ou u est la solution exacte du probleme (7.13) avec « = 0 et u, est la solution approchée
de (7.15).

Dans le cas oti la solution u € H?(Q™ U Q¢F), on retrouve I'ordre de convergence op-
timal O(h) en utilisant ’opérateur d’interpolation introduit dans [75]. C’est-a-dire, pour
tout u € H?(Q" U QF), nous avons

||u — uhHh S Ch’K1/2u|Z,QinUQex.

Toujours dans le contexte des éléments finis conformes, nous nous intéressons a pro-
poser une méthode numérique basée sur NXFEM pour le probléeme (7.13) avec « # 0 qui
soit stable, consistante et donne une estimation d’erreur optimale.

Les conditions standards sur 'interface I', considérées dans (7.15) :

u—x]=0 et [KVu-nj=g
sont désormais remplacées par
[u—x]=0 et [KV(u—x) -n]—0r(adcut) =g.

Dans la suite, on désigne par
— N un neeud d'intersection de l'interface I avec 'aréte du triangle T € 7.
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— T}, et T}, deux triangles adjacents coupés par l'interface I', dont I'aréte commune
contient N.

— N I'ensemble des nceuds d’intersection entre l'interface I' et les arétes de la trian-
gulation. La figure Fig. 7.2 rappelle les notations qui entrent en jeu.

.,
.
........
.....
.,
~
.....
..

.
o
0. .
o
. ;
o : . .
B S
4 - T
* - *
R N
.0’ o‘
0 - 0‘
] 0 o
1" L - o
R N
'.. .
‘N
. T
.
.. / ] 7
‘N
e

.
i
.,
......
0
LT
DR

Fig. 7.2 — Illustration de deux morceaux consécutifs de I'interface I'.

On définit le saut d'une fonction ¢ au nceud N € N[ par:
[N =¢'—¢", @' =9l i=1Lr (7.17)
et la moyenne pondérée de ¢ au nceud N € N[ par:
! |y | r [Ty

{o}N =vio' +14¢", vy = Vi = (7.18)
gy [Ty |+ aly T | oy Ty |+ ay [Ty |

ol aév représente la valeur de « sur I , ] = L,r, et ot les coefficients vl et v vérifient
vVi+ 1" =1avec0 <vi < 1(G=1r).

Afin de vérifier la consistance du probleme discret, on utilise 1'intégration par parties :

1 (1,94) = () = / 9<(0dx (1 = x)) {00}y

—- Y /aa w—x)dc{optedy + Y (ade(u— x))(N)[{on}]V. (7.19)

TGEFFT NENF

ot u est la solution suffisamment lisse du probleme continu (7.13) avec a # 0; Notons que
siad.(u—x) € H'(T), alorsil est continu a tout nceud N € N Ci-dessus, [¢]N = ¢' — ¢’
désigne le saut au niveau du nceud N € A}l d’une fonction ¢ définie le long de l'interface
(avec ¢/ = (P’r’}v'j =17).

Notez que la moyenne pondérée {v,}. dans I est discontinue long de 'interface en
raison de la discontinuité des poids k ™, k% au les nceuds de N/ . Cette fonction est indé-
pendante des éléments utilisés finis (conformes ou non conformes) et semble inévitable,
en raison de la présence de |T""|, | T%| dans la définition de k ™, k~.

Par conséquent, afin de récupérer la cohérence, nous proposons d’ajouter quelques
termes de stabilisation au niveau des noeuds de N, { . A cette fin, nous présentons d’abord
la moyenne pondérée suivante a8 N € N d’une fonction ¢ définie sur I":

“N|r |
o [T |+l IT7 |

"‘N’r ‘
afy | Ty | + ady T3 |

{otN =vio' +vi9", vy = vy =
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ol zxé\, représente la valeur de a sur I’é\,, avecj=1,r.

La méthode NXFEM pour la formulation variationnelle de (7.13) est donnée par :
W €W X W, al® (uy, vp) = Ly(vy), Vo, € Wi x WE™ (7.20)

ot les formes bilinéaires et linéaires sont données par :

ap® (up, o) =ap(up,vp) + Y /“ar{uh}*ar{vh}*d7+5 Y onl{un kN [{on koY
TeT, Ty NeN]

= ¥ ({0 {md IV Honhd™ + {ade{orh 1Y [{m "),

NeNT

Ly(oy) =ly(vop) + ) /“ar{x}*ar{vh}*d7+5 Y onl{xr N {on kY

TE?;FI‘T NEN{

= ¥ ({ede b M Hoh N + {ade{on b [{x)]Y)

NeNT

avec

I r
ANEN

oy [T | + ey TR |

N =
et § > 0 un parametre de stabilisation indépendant de I'y, « et de la discrétisation h.

Consistance du probléme discret

Lemme 7.3.1. Le probléme discret (7.20) est consistant, dans le sens ot pour u solution de (7.13)
qui vérifie u € H*(Q™) x H2(Q%), ona:
new

al (u,vp) = Ly,(vy,), Vo, € Wi x Wi,

Démonstration. On a par définition

ap(u,op) = ) /KVu - Vo, dx — / ({KVu-n} [vp] + {KVoy, -n} [u]) ds

i:in,eri T
+A Y AT/[u][vh] ds
TET 1

et

azew(u,vh) — ﬂh(urvh) + E /D(ar{u}£ ar{vh}£ d’)’

TeT, 1y
Sy v ({af{u}*}N[{vh}*]M {af{vh}*}N[{u}*]N)
NeNT

16 Y onl{u} Vo)V,

NenNf
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A l'aide de l'intégration par parties, de [u — x] = 0 sur T et de I'égalité (7.19), nous
obtenons

ap (u,op) = L(on) =0 Y onl{u = xbIN[{onbdN = 1 {adcfon b)Y [{u = x 1"

NeNf NenNf
+ Y ((@de(u—x0) (N) — fadefu— b 1Y) [{ou b,
NeNT

En utilisant la continuité de u — x a travers l'interface I et la continuité de u — x et de
ad<(u — x) le long de I, on en déduit que

{u—x3IN =lu=x" =0, {adc{u—x}}" = {adc(u— )} = (ad<(u - x)) (N).

Par conséquent,
ap(u,vy) — Ly(vy) =0,

d’ot le résultat souhaité. [ |

Avec pour conséquence directe du Lemme 7.3.1 :

Lemme 7.3.2. (Orthogonalité de Galerkin) Pour u solution de (7.20) satisfait H?(Q") x H2(QF)
etup € W' x Wi*, ona:

al(u —uy,v) =0, Yo, € W' x W

Stabilité du probléeme discret

Nous nous intéressons a la stabilité du probleme variationnel (7.20). Nous rappelons
ici que nous avons considéré un espace d’approximation W, = W;"" x Wy* par des élé-

ments finis P! conformes que ’on munit de la norme || - ||,y définie par :
[ollfew = 1015+ Y lla'20c{o}llir, + 3 on([{o}]V)?, (7.21)
TeTr NeN}
ott la norme || - ||, est donnée par (7.16).

Pour montrer la continuité de la forme bilinéaire a};*“(-, ), il suffit de controler le
terme :

Alno) == ¥ ({odelund N Honk ¥ + {adefon} 1 Hu}IY)

NeNf
Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

1/2 1/2
2
Ay, )] < ( Y ;Vwaf{uh}*}mz) ( Y o (HoutY) )

NeNT NeNT

1/2 1/2
n ( ¥ ;N({aaf{vh}*}N)Z) ( > o ([{mi}IV) ) :

NeNT NeN;
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Il résulte du Lemme 7.3.4 que

1/2 1/2
2
N
Al o] < | X lla¥20c s 3, > o ([{ouh")
TeTf NeNT
1/2 1/2
+| T a2 fou}e I3, Y on (1w ")
TeT! NeNT

Nous en déduisons donc le résultat ci-dessous :
Lemme 7.3.3. (Continuité) Pour A et § suffisamment grands, il existe une constante C4 > 0

telle que

japee

I/lh,vh) < C4HuthewHUthew/ lelh, (S Wh~
La coercivité de la forme bilinéaire a}“(-, -) est basée sur I’estimation suivante :

Lemme 7.3.4. Pour tout N € NY¥, nous avons
‘{‘Xa {vh} }N’2 < (SN”[Xl/Za {vh} Horl ury’ VZ)h € Wh-

Démonstration. Comme v/ +1v" = 1avec0 < v/ < 1, j =1, r, nous avons a l'aide de
I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

{3V < v'lo! P +v7|g?

Pour ¢ = ad-{v, }+, qui est constant sur '}, et sur I'y;, on en déduit que

1% a v ol
[{ad{on b}V < ( ?,NHWZG {on}ellg g, + Tl /20 {on} Horr)-
N

En utilisant (7.18), on obtient

1 .l roAT
VNN _ UN®N _ S
] o ro )

I'y I'y

Par conséquent,

{ade{on} Y2 < o (1120 {on kil + 10 fon bl )

d’ot le résultat du lemme. [ |

Lemme 7.3.5. (coercivité) Pour A et & suffisamment grands, il existe une constante C3 > 0 telle
que
azew(vh, Uh) > C3HUhH$lewl VZ)h < Wh. (7.22)

Démonstration. Par définition, on a

2
aZ@w(z;h, Z)h) = ah(vh, Uh) + Z Hﬂél/za’r{vh}*H%,I’T +0 Z ON <[{Uh}*]N)
TeTt NeNT

—2 Y {ade{on bV {on Y

NeN]



160 CHAPITRE 7 : Probleme modeéle elliptique

En utilisant le coercivité de la forme a; (-, -) par rapport a la norme || - ||, pour A suffisam-
ment grand, nous avons

2
a0, 00) 2 Gllonli+ ¥ a20cfon} e, +8 ¥ on ([{onh]Y)
TeT,f NeNT

-2 Y {adc{op b 3V {on )N (7.23)

NeNT

Il reste donc a controler le terme

Aoy, o) = -2 E {adz{vy}+ }N[{Uh} ]

NeN;

Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient que

1/2 1/2
1
A o) 2 =2 | Y 5= ({ade{on}dn)’ ¥ on (ifonhY)’
NeNT N NeNT
D’apres le Lemme 7.3.4, on obtient
1/2 1/2
Aoy, vp) 2 =2 | Y (& ?0c{on}+ 5, Yo on([{on}]N)?
TeTr NeNT

En utilisant 1'inégalité de Young, (7.23) devient
ay (o, on) = Callonlli + (1 =€) 35 [la'20c{on}ullfr, + (5— S) Y. on([{on} )2
TeTr NenNT

Avec ¢ suffisamment petit et § suffisamment grand, il existe une constante C3 > 0 telle
que

ay ™ (on, o) = Ca | lonlll® + lla 20 {on}ul§r + 3 an([{on}o]™)?
NeNf

D’apres les Lemmes 7.3.3 et 7.22, nous en déduisons :

Théoréeme 7.3.1. Pour A et 6 suffisamment grands, le probleme variationnel (7.20) admet une
unique solution. De plus, l'estimation d’erreur a priori satisfait :

HM - uthew < C inf ||u - Uh”new-
Op h

ot C > 0 est constante indépendante de h.

Erreur d’interpolation

On considere ici les opérateurs d’interpolation définis dans [75], utilisées lors d"une
approximation par les éléments finis P! - conformes. C’est-a-dire, nous utilisons :
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— lopérateur d’extension E' : H2(Q)') — H?(Q),i = in, ex tel que
(Bl = @, [|Ewlg < Clwllyy Voo € H(Q), s=0,1,2  (7.24
— l'opérateur d’interpolation I,’Z" défini par
xin, *exX . ex N i . AT
Iiv:= (I, RCv™) o I (IhEv)|Q;1

ou I, est I'opérateur d’interpolation nodale standard.
D’apres les résultats de [75] sur I'estimation d’erreur a priori et les Lemmes 7.3.6,
7.3.7, il existe une constante C indépendante de h telle que

Hl/l - I]/luHh S C‘K1/2M|Z,Qinuﬁz’x.

L'estimation d’erreur d’interpolation est basée donc sur les résultats des lemmes succes-
sives :

Lemme 7.3.6. 1 existe une constante C4 > 0 indépendante de h telle que
1/2

2 .
Y oy ([{u - Ihu}*]N> < Cyh2(at ?uly g, Yu € HY(Q) NHA(Q" UQ™).
NeNf ’

Démonstration. On a par définition

ON 21 — Ty JN| < 0% {u = Liu}o(N)[ + 0% [{u — Liu}L(N)).

< (i =r,1),il vient que
T |

NP1 = ) < [ = B )|+ = )

!I’l |

D’une part, nous avons, car 0 < K <1 (i =in,ex):

l
|rl|\{u—zhu}< >|_,/|r,|(|< — L)l () + (= Gl (N)]).

D’autre part, nous utilisons le théoreme de trace en dimension 1 :

[Ju— Ifzk“Ho,r’T + VI lu— Iﬁ“‘lj}) ’

. 1
‘(u_Ihu)(N)‘ < C (\/hiTl
d’out

. ay
[(u—Tu) (N)| <C

T 7] (x/hw

toujours, a 'aide du théoréme de trace (1.16), il vient que

| in

[u Ih””or’ + Vhpu - Ih”’l,ﬂ) ’

a N *
! ’\( Ih”) (N <cC i rﬂ|‘”_lhu||0,T’+’“_Ihu|O,T’
T

1 *
+ C Déé\lthl <hT]|u - Ihu‘lsz + |u|2,Tl> .
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A Vaide des propriétés de I'opérateur d’interpolation, nous avons

!
N
|r1||(”_1hu N)| <C\/‘X§\1th 2 |u’2T’
i= mex

Par conséquent,

ay I I

*
ﬁ’{“ — Ljub| < Cylayhp Y lulyp.
T i=inex

De méme, nous avons

‘rr"{”—lh“} |<C\/"‘NhT’ Y lulyg

i= mex

En sommant les deux dernieres inégalités et en utilisant « = océ\, |rf , on trouve
N
1/2 N 1/2).,1/2
o |H{u — L}V < Chy'"|a / 5, imyer-
la conclusion est immédiate. [ |

On établit aussi I’estimation suivante :

Lemme 7.3.7. Il existe une constante Cs > 0 indépendante de h telle que
1/2

Yo a2 {u — Liut. |3y, < Cs hl/z\fxl/zu\zﬂf, Yu € H(Q) N H2(Q™ U Q).
TeTr ’

Démonstration. On a

/20 {u — Liubllor, < |09 (u — L"u) |in|lory + |72/ ?00 (u — Lu) |ger fo,r,,

En utilisant d:¢ = V¢ - T ol T est le vecteur unitaire tangentiel, puis en appliquant le
théoreme de trace a chaque terme et en utilisant 0 < k' < 1 (i = in, ex), il vient que

1
@20 {u = Fukelor, < chl? (ch”zv(u ) o+ 102V (= )1
Hﬂél/ZV( _ *ex )HOT+ yal/zv( o *ex )‘1T>
A Taide des propriétés de I’opérateur d’interpolation, il en résulte que
&2 {u — Liu}sllor, < Cahl/?|al?ulyr.
Par conséquent,

Z H‘Xl/zar{” — Lju}s HorT <C hl/z“"l/z”‘zﬂ
TeT,l
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1/2
On conclut que I'estimation de (ZNE AT ON ({u— Lu}N) 2) et 'estimation de

(}:Teﬁr |a/20{u — L;u}, ||%,FT) 2 sont sous-optimale et d’ordre h!/2. Pour obtenir l'ordre
optimal (que nous avons validé numériquement), il faut estimer 'erreur d’interpola-
tion sur l'interface I', sous I'hypothese de régularité naturelle u|r € H?(T). Ceci est un
point technique, qui pourrait étre développé dans les futurs travaux (nous proposons la
construction d'un opérateur spécifique d’interpolation sur l'interface I').

Remarque 7.3.3. Il est également possible d'utiliser des éléments finis non-conformes a la place
de ceux conformes. Ce choix induit des modifications de la méthode de NXFEM originale afin
d’estimer I'erreur de consistance. Pour ce faire, deux approches sont traitées dans le chapitre 2.

7.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques tests numériques afin de valider notre
modeéle et son approximation par la méthode NXFEM. Nous avons programmé ces tests
dans la libraire C++ CONCHA développée par notre équipe.

Dans le premier test, nous avons pris le méme exemple de 'article [91]. Le domaine
rectangulaire présente une fracture rectiligne d’épaisseur ¢ = 10~3. Pour le deuxiéme test,
nous nous intéressons a une fracture courbe de la méme épaisseur et le dernier test est
consacré au cas d"une solution discontinue le long de l'interface I', avec un saut constant
ou variable. Nous rappelons que la méthode NXFEM utilise un maillage qui ne suit pas
I'interface, contrairement a la méthode utilisée dans [91] (décomposition de domaine).
Malgré le fait que les deux méthodes soient différentes, nous avons trouvé des résultats
numériques similaires.

7.4.1 Tests de comparaison : fracture rectiligne

Considérons ici le probléme modele de type Darcy avec x* = x** =0

-V (KVu) = f dansw=Q"UuQ"uUQ,
u = up surlp,
KVu-n = uy surly, (7.25)
u] = 0 sur rinyrer,
. KVu:n] = g surI"Ur«

ott le domaine w = Q% U Q™ U Q" tel que

1 11

; 1
_Z in _ 1p. _ .
X 2[, Q [0; 1] x] 5

N W

et les tenseurs de perméabilité K sont diagonaux (K = kI, i = in, ex, m) tels que
Kz'n |

2
et a = 2, ce qui correspond a K" = EIz = 20001, ot I, est la matrice identité d’ordre 2.

Notons que nous avons inverser le role des axes Ox et Oy (Ox est un axe vertical)
pour gagner de l'espace lors de la repérage graphique.
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En ce qui concerne les conditions aux limites, la frontiere dw du domaine w est com-
posé d"une frontiere de Dirichlet

Lo =103 1 =5 30103 1 {3hu 0} x | -3 3 [u 1y x| =3 5

et d’une de Neumann I'y. On impose des conditions de Neumann homogeénes «V,u = 0
sur I'y. Pour les conditions de Dirichlet, on considere

up =1 sur ]0;1[x{g}u{0}x} ! 1{.

N[ —

7

N[ =

up =0 sur 0; 1[><{—§}U{1} x]—
et
32

En plus, les termes source f et ¢ sont nuls. La figure Fig. 7.3 illustre les données qui
entrent en jeu dans notre exemple.

Kl(:.l,‘v”u =0 u=1 '.,“"V,,’u, =0
T
Qe rer Qm [in Qin |
Y
u=0
3 1 1 3
2 2 2 2

Fig. 7.3 — Configuration w = Q" U Q" U Q¥

Nous nous intéressons maintenant a analyser les données traitées : supposons que u
représente la pression dans le probleme modele (7.25), —KVu représente la vitesse de
Darcy, dite encore la vitesse de filtration.

Dans les sous-domaines Q)" et )%, les deux perméabilités considérées sont égales
k" = x* = 1, le haut et le bas des deux sous-domaines sont imperméables puisque
«Vu -n = 0, et nous avons aussi une chute de pression (¢ = 1) du haut de Q" vers le
bas (u = 0) ainsi que de c6té droit de Q%X vers le coté gauche de Q.

Fig. 7.4 - Modgle original dans @ = Q" U Q" U Q" : interface rectiligne T
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Nous avons choisi une perméabilité de la fracture O™, K = 20001, (la fracture Q)"
est trés perméable), elle se laisse trés facilement traverser. Une chute de pression (condi-
tion de bord de Dirichlet) est imposée du haut vers le bas de la fracture, de sorte que le
fluide s’écoule facilement le long de la fracture, ainsi que de la droite vers la gauche, voir
Fig. 7.4.

Lorsque l'épaisseur ¢ tend vers 0, le probleme (7.25) converge vers le probleme de
[63] :

( —-V-(KVu) = f dansQ"UQ%,
u = up surlp,
KVu-n = uy surly, (7.26)
] = 0 surl,
[KVu-n] —0¢(adcu) = g surl

ott le domaine Q) = Q* U Q™" =]0, 1[x] — 1, 1].

Nous avons repris les mémes valeurs des conditions de bord que celles prises dans
le premier test, voir Fig. 7.5. Comme nous avons vu précédemment, le haut et le bas des
milieux QF et O sont imperméables et il existe une chute de pression de la droite du
milieu QO vers la gauche du milieu Q.

X
OET r Qi ‘

-1 1
u=>0

Fig. 7.5 — Configuration Q = Q" U Q" U Q%

Dans la figure Fig. 7.5, nous avons imposé des conditions de Dirichlet d"une fagon
ponctuelle, ceci méne a une chute de la pression du point supérieur de la fracture au point
inférieur. Cette affirmation est validée par la figure Fig. 7.6 ; le fluide s’écoule facilement
de droite a gauche et ainsi il circule rapidement le long de la fracture de haut en bas
grace a la perméabilité de la fracture. Il existe donc un échange entre la fracture et les
deux milieux Q et Q"

Apres comparaison des solutions obtenues dans les figures Fig. 7.4 et Fig. 7.6, on
conclut que les résultats dans les milieux ()** et ()" sont similaires dans le cas d'une
interface rectiligne.
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Fig. 7.6 —- Modele asymptotique dans Q) = Q" U Q¢ : interface rectiligne T

On s’intéresse maintenant a calculer les pressions ug et u, pour différentes valeurs de
e. Puis, on compare les pressions obtenues u, et 1y dans les figures Fig. 7.7(a), Fig. 7.7(b) et
Fig. 7.8 le long des différentes lignes sur un maillage qui ne suit pas l'interface I' et pour
un parametre de discrétisation & = 0.03. Dans Fig. 7.7(a), on consideére la ligne orthogo-
nale ' d’équation x = 0.25. Alors que dans Fig. 7.7(b), on considere la ligne diagonale
I'* de Q; les solutions u!" et ué* sont comparées avec 1y = (ui?, u¥). Les résultats le long
de l'interface I' sont présentés dans la figure Fig. 7.8; les solutions discretes du modéle
asymptotique et original sont discontinues a travers I'. On a présenté la moyenne des
solutions u, obtenues le long de Iin et Te* pour les différentes valeurs de ¢, ainsi que la
moyenne de la solution 1y du probleme limite le long de I'. On remarque que la différence
entre les solutions u, et 1y diminue avec ¢, les courbes étant presque superposées pour
e <1072

0.9 2 094 =
08 % 08 P

07 7 oz 7

.
.
06 & 06 . 4
77 7
7 .

05 ’,'.,_’ 05 /I
0.4 ,:/" —_ Ug 0.4 ~ —_ Ug
02 / - =—c=1 0s 5‘;’{‘1 - = =1
o T TR --- =025 ., AT --- =025
- = le=10"1 - =, e=10"1
M . N 10_2 1 . N 10_2
(a) Ligne orthogonale T'" a l'interface T (b) Ligne diagonale I'* de Q)

Fig. 7.7 — Comparaison pour différentes valeurs de ¢ entre u, et ug le long des interfaces I'- et T**
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== =025

o2 7 --- 5210_1
01 ,’_’;}«’ « ¥ 5210_2

LF
VYl

3 o1 02 ) o4 05 00 07 08 09 1

Fig. 7.8 — Comparaison pour différentes valeurs de ¢ entre u, le long des interfaces rin, Tex et ug lelong de I’

On considere maintenant le cas d'un tenseur de perméabilité non-diagonal dans la
21 Ce .
fracture. Nous prenons K" = <1 2> , ce qui implique la limite wy de %alug n’est plus 0

mais égale a — %asuo le long de I'. Nous montrons dans la figure Fig. 7.9 une comparaison
entre les moyens de 29;u, et wy sur les interfaces, sur un maillage plus fin cette fois-ci out
le parametre de discrétisation est 1 = 0,015. On conclut que les courbes coincident pour
e < 1073.

1.5 I U"U '
— - e¢=10"1 :

1o -ee £=5.10"2 :
- om =102 !
] e=10"3 g

Fig. 7.9 - Comparaison pour différentes valeurs de ¢ entre {191} le long de I'", T* et {wy} le long de T

En conclusion, le modeéle asymptotique semble étre une bonne alternative au modéle
(7.2), qui est plus cher car il nécessite le maillage de la fracture.

7.4.2 Tests de comparaison : fracture courbe

On reprend le méme probléme modele (7.25) traité dans le premier test, cependant
nous considérons deux frontieres courbes qui séparent les trois sous-domaines. La figure
Fig. 7.11 illustre un exemple de maillage qui ne suit pas l'interface, pour le probléme
limite avec une interface courbe. Les solutions obtenues par le modéle original et asymp-
totique sont similaires dans le cas d"une interface courbe, voir les figures Fig. 7.10(a) et
Fig. 7.10(b).
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(a) Modele original dans @ = Q" U Q" U O~ (b) Modele asymptotique dans O = Q" U O

Fig. 7.10 — Comparaison entre le modele original et asymptotique : interface courbe I

Fig. 7.11 — Domaine () coupé par 'interface courbe I' : exemple de maillage

7.4.3 Modele asymptotique : fracture courbe et solution discontinue

Dans ce cas-test, nous avons résolu le probleme asymptotique d’abord avec un saut
constant x de la solution exacte sur l'interface I, ensuite avec un saut variable yx. La figure
Fig. 7.12(a) montre la solution pour un saut constant ; ici la forme linéaire reste invariante
a cause du fait que d-x = 0. La figure Fig. 7.12(b) illustre la solution du probleme pour
un saut variable le long de l'interface courbe I'.
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(a) Saut constant x (b) Saut variable x

Fig. 7.12 — Modele asymptotique : pression discontinue a travers l'interface I

7.4.4 Ordre de convergence

Afin de valider le code pour le modéle asymptotique, on considere le probleme (7.26)
avec la géométrie proposée dans Fig. 7.5 et avec les coefficients de perméabilité suivants :
k" = x* = 1, & = 2. On prend les mémes types de conditions aux limites que dans le cas
test du paragraphe 7.4.1 et le terme source f tel que la solution exacte soit donnée par :

(x,9) X +y*+6xy dans QF,
u(x,y) = .
Y x> +2y? —6xy dans Q.

Ce probleme répond a des conditions de transmission homogenes sur I' =]0; 1[x{0}
mais des conditions aux limites non homogenes.

Nous montrons dans le tableau Tab. 7.1 les erreurs obtenues pour l'inconnue u en
fonction du nombre d’éléments du maillage N. Nous obtenons un taux de convergence
optimal O (/) en norme énergie || - || e €t'ordre O(h?) en norme || - [|o qinqer poUr u — ity

N [ — | new ordre |10 = o, mucer ordre
256 1,01 — 2,75-102 —
1024 5,05-10~! 1,00 7,04-1073 1,97
4096 2,53-1071 1,00 1,79-1073 1,98
16 384 1,26:1071 1,00 4,49-104 1,99
65 536 6,32-1072 1,00 1,13-10~* 2,00

Tab. 7.1 — Convergence par rapport au raffinement de maillage pour le modele asymptotique

On trace maintenant les courbes représentant le logarithme des erreurs calculées (en
norme énergie et en norme L?) en fonction du logarithme du nombre de triangles. Nous
retrouvons dans la figure Fig. 7.13 'ordre de convergence.
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log(Erreurs)
g

10”1

10°
log(N)

Fig. 7.13 — Erreurs en norme énergie et norme L?

Ces tests numériques montrent la grande flexibilité de la méthode de NXFEM par
rapport a la géométrie et aux conditions de transmission. Cette méthode est capable de

gérer des conditions d’interface non-standard et pourrait étre étendue au couplage de
différents modeles dans chaque sous-domaine.



Chapitre

Probléme modeéele de Stokes

Le but de ce chapitre est d’étendre 1'étude asymptotique du cas elliptique précédent
au probleme de Stokes. Nous justifions la dérivation du probleme au limite pour une
interface quelconque.

Sommaire
8.1 Présentationduprobleme . .. ... .. ... .. ... ... ... . ... 172
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8.2.1 Casd’uneinterfacedroite . . . . .. ... ... ... ... ... 173
8.2.2 Passage ala limite dans la formulation faible . . . . ... ... .. 174
8.2.3 Interprétation comme probléme aux limites . . . . . .. ... ... 182
8.24 Extension a une interfacecourbe . . . .. ... ... ... .. 183

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations de Stokes incompressible dans trois
domaines, dont une couche mince trés visqueuse au milieu. Nous nous intéressons a ré-
duire la dimension de I'espace pour se ramener a un domaine composé de deux milieux
et ot les équations dans la couche mince sont remplacées par des conditions de transmis-
sion. Ce probléme modélise de nombreux phénomeénes en génie pétrolier, en génie civil,
en océanographie et en biologie cellulaire.

Le chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, on présente le probleme modele de
Stokes dans le domaine d’épaisseur faible. Ensuite, on écrit sa formulation variationnelle
puis, on donne I'approche asymptotique du probléme en faisant apparaitre 1’épaisseur de
la couche. Une partie novatrice importante et difficile de I'étude est la condition inf-sup de
Babuska-Brezis, qui nous permet de trouver le probléme limite. Enfin, on donne le pro-
bléme limite dans un domaine séparé par l'interface moyenne I'. A notre connaissance, il
s’agit de la premiére étude faite sur ce type de modéle.

Les lettres capitales en gras (par exemple V;, G) indiquent des espaces fonctionnels
pour des champs de vecteurs.

Dans toute la suite, nous nous limitons au cas bidimensionnel et & un écoulement
stationnaire.

171
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8.1 Présentation du probleme

On considere les équations de Stokes dans trois domaines (voir aussi le chapitre 6),
dont une couche mince Q" C R?, ot1 0 < & < 1 est 'épaisseur de la couche destinée a
tendre vers zéro, qui s’écrivent :

—uMie+Vp. = f dans Q" UQMUQ%,
divii, = 0  dans Q"uQM"UQ,
i, = 0 sur  9Q), (8.1)
[iLe] 0 sur T"MUTY,
(uVite-n—pen| = g sur Tinyre

ou
- @i est la vitesse de chaque fluide par sous-domaine Qé, 1 =1in,m,ex
- Pe est sa pression par sous-domaine (), i = in, m, ex,
- [e] représente le saut de la vitesse ..
Le symbole div représente l'opérateur divergence d'une fonction vectorielle 1 =
(i1, ip) et il est défini par
. . 0ily dilp
divit = — + =——.
ox 9y
On suppose que la viscosité est constante par sous-domaine et que dans (2" le fluide
est treés visqueux. On suppose aussi que f et g sont des fonctions réguliéres respective-

ment de (L?(Q);))? et de (L?(T;))? telles que

. ~in i 5 i
us, dans ), f  sur QF, g" surl}l,
~ ~m 7
e = ué, dans Qf, f= f sur O, f=
ex -
ué, dans QFF, f sur Q% g" surIg,

avec les coefficients de viscosité vérifiant :
Hm

€

Win = Hin,  Mex = Mex, Wiy =
On introduit maintenant le cadre fonctionnel dans lequel on va travailler :
VE=H{(Qe), M =L5(Q)={pel?(Q): Y. /ﬁdxdy =0}.
i=inex,m 2.
O
On considere les formes bilinéaires suivantes

Va, v E Ve, g (@v) = Y / JEVE : V¥ dxdy,

i=in,ex,m>;
Qf

Vpe M, VWEVE, b (pv)= Y / Adive dxdy
i:in,ex,mQL
et la forme linéaire

WeVE, ()= Y f-‘”zdxdy+/gi”-\“rdx+/ge"-‘7dx.
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Le probleme (8.1) se met sous la formulation variationnelle suivante :
Trouver (@, p°) € V® x M® tels que
ae (ﬁe, \~7) - bg (ﬁg, \~7> — lg (V) 7 v‘N/ S VS,
be (4, ) = 0, Vi e M,

(8.2)
qui admet une solution unique, voir [118].

8.2 Modeéle asymptotique continu

Ce paragraphe est consacré a I’obtention d"un modele asymptotique pour le probléeme
(8.1).

Pour simplifier la présentation, on traite tout d’abord le cas d"une interface rectiligne,
puis on étend les résultats a une interface courbe.

8.2.1 Cas d’une interface droite

On s’intéresse maintenant au cas d’une interface rectiligne I' = [0; 1] (i.e. d'une
courbe moyenne de ) ; I'épaisseur de (2" est supposée constante, i = 1. On se donne
le domaine Q, = Q" U Q" U Q% comme illustré dans la figure Fig. 6.2(a). En d’autres
termes, on se donne un nombre réel 0 < & < 1 et avec les notations du chapitre 6, on a

Qi :]0;1[><]—1—§,-—§[,
& &

Q7" =]0; 1[x] — 5/5[

O =10; 1[x]55 1+ 5L

Suite au changement d’échelle que nous avons décrit dans le chapitre 6 le domaine
), est transformé en w =|0; 1[x | —3; 3[, indépendant de «.

Avec le changement de variables décrit au chapitre 6, les opérateurs de dérivations
gradient et divergence restent invariants dans les domaines ()" et ()* ainsi que la me-
sure de Lebesgue dsdl = dxdy. Cependant, nous avons les nouvelles définitions de ces
opérateurs pour V = (91, 9,) dans le domaine Q" :

~ 1 0 . 801 1 al)l
ViV = < 0 1/ > Vgv, dive = . + T dxdy = edsdl.

On rappelle ici que la forme bilinéaire a, (-, -) correspond a I'opérateur elliptique traité

dans le chapitre 7 avec K = uI, ot1 I, est la matrice identité d’ordre 2, on a

1
ae (u,v) =a(u,v)+ 270 (u,v)
ot les formes bilinéaires sont définies par

a(wv) = Y / UV : Vvdsdl + / mdsu - 3y dsdl,

i=in, excy Am

a0 (u,v) = / Hmdru - v dsdl.
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La forme linéaire I.(-) se met sous la forme

= ) /f’ vdsdl—i—s/fm vdsdl+/g vds+/g

i=in, L’X Qm Fm rex

On définit une nouvelle pression sur ()" par

m

p-=¢€p

et on définit

be (pv) = b (p,v) + b0 (p,v)

bpv)= Y. / pdivvdsdl + / p"ds0, dsdl,

i= ll’l ex

bo (p,v) = / P30, dsdl.

in
On introduit le cadre fonctionnel sur () comme suit
V=H}(Q), M=I}Q).

En introduisant les nouvelles fonctions et les nouvelles formes, le probleme (8.2) est équi-
valent a trouver (u®, p°) € V x M tels que

1 1
a(u®,v)+ —ag (u,v) —b(p5v) — =by (p5,v) =1L (v), VWeV,
€ €
1 (8.3)
b(g,u®)+ Ebo (g,u®) =0, Vg € M.

8.2.2 Passage alalimite dans la formulation faible

Ce paragraphe est consacré a 1’'obtention du probleme limite obtenu lorsque ¢ tend
vers 0 dans (8.3). Nous nous intéressons a montrer la convergence forte de (u®, p®) vers
une limite a déterminer. La démonstration de ces résultats est basée sur la coercivité
de a(-,-) et la condition inf-sup de Babuska-Brézzi pour la forme bilinéaire b (-,-) sur
le noyau de la forme bilinéaire ag (-, -) que nous démontrerons dans la suite.

Convergence faible de (uf, p©)

On consideére la formulation variationnelle (8.3) et on définit la norme associée a l'es-

pace V par:
[ D (T N [

i=inex,m

Nous avons besoin de deux points suivants :

1. Poure € |0; 1], nous pouvons établir que la forme 4, (-, -) est coercive, de constante
de coercivité indépendante de ¢ (égale a 1) :

Vvevy, a. (v,v) > ||v||%.
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2. La forme bilinéaire ay (-, -) est positive : ag (v,v) > 0, de noyau
Vo = Kerag = {w €V;a(w,v) =0, VYveV}={weV,;ow=0dans Qm}

En additionnant les deux équations de (8.3) et en prenant v = u® et ¢ = p®, on obtient
ae (uf,u®) =1 (uf). (8.4)
En utilisant la continuité de I, (-) et la coercivité de a; (-, -) sur V , alors nous avons :

Proposition 8.2.1. Il existe une constante C > 0 telle que

lwlvsc ¥ (IFllog + 1" llor) < C. (8.5)

i=in, m,ex

[ [lo,on < Ce. (8.6)

Démonstration. En utilisant (8.4), la continuité de [, (-) et (8.5), on en déduit qu’il existe
C > O telle que

a: (u’,u’) < C ( Y oo+ X IIgi”Ho,r;> <C
i=in,m,ex i=in,m,ex
D’autre part, en utilisant la coercivité de 4, (-, ) on obtient
July < o (uu) < C.

Par conséquent,
Z—? / |9yu’ Pdxdy < af (uf,u’) < C,
Om

d’otu1 le résultat énoncé. |

Par conséquent la suite (u®),., est bornée dans V. Dong, il existe une sous-suite de
(u®), notée encore (u®),. , qui converge faiblement dans V lorsque ¢ tend vers 0; on note
u’ sa limite. Dot la proposition suivante :

Proposition 8.2.2. Il existe u® € V tel que

— uf converge faiblement dans V vers u®,

— 9yuf converge fortement dans L* (Q)™) vers 0 et u® € V.

On définit une nouvelle pression p* sur (3", indépendante de /, par :

1/2 1/2
p*(s) = / p" (s, 1) dl =¢ / p(s,1)dl
~1/2 ~1/2

et on introduit le cadre fonctionnel sur (2 comme ce qui suit

My = {p € L3(Q) ; p = p(s) dans Qm},
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muni de la norme

-1/2 -1/2

P13, = 111~ 2pIIG consaes + 11t 2P 15 r-

Il reste a montrer que p¢ converge faiblement vers une limité que I’on notera p°. Pour
ce faire, on utilise la condition inf-sup de la forme bilinéaire b (-, -) sur My x Vo que nous
démontrerons dans la suite (voir le lemme 8.2.5). Nous avons alors

1 b(p,v)
€112 1/2. €12 1/2 %2 ’
in ex ! S su
Hp HA% HV p Hog) Q) Hﬂnl p HQF C1 R} HVH ,

€ —
<L sup a(ut,v) — I (v)
Ci vev, [vlv,

En utilisant la continuité de I, (-) etde a (-, -) et le fait que u® est bornée, alors il existe une
constante C > 0 telle que
1Pl[as < C, (87)

d’otr (p?) est bornée dans L? (QQ) ot QO = O U Q* U Q™. Alors, il existe une sous-suite
de (p?), notée encore (p?).., qui converge faiblement vers p°. On en déduit la proposition
suivante :

Proposition 8.2.3. Il existe p° € L? (Q) tel que p* converge faiblement dans L (Q)) vers p°.

Convergence forte de (u?, p°)

Nous rappelons ici le probléme variationnel vérifié par le couple (u?, p°) :
Trouver (u®, p?) € V x M tels que

a(u’,v)+ 1ao (u®,v) —b(p5v) — 1bo (pt,v) =1l (v), YWweyV,
1 £ (8.8)
b(g,u®)+ Ebo (g,u®) =0, Vg € M.

On passe a la limite dans le probléme variationnel (8.8), en prenant des fonctions tests
dans Vj et dans M. Le probléme variationnel satisfait par (u’, p°) est : trouver
(u®, p%) € Vo x My tels que

{a(uo,v)—b(po,v) =1(v), VveV,

(8.9)
b (g,u°) =0, Vg € M.

Premierement, nous nous intéressons a la convergence forte de u® vers ul:
on considere donc la sous-suite (uf),. , qui converge faiblement vers u® € V. D’apreés la

coercivité de a, (-, -), on obtient

e>0

€ 0

|uf —d°|} < a. (u* —u’,u’ — uo) )
Or nous avons
ae (u® — u’, uf — uO) = a° (u’,u’) — 2a, (uO, u’) +a; (uo,uo)

et
ae (u,u’) = Ie (u) + be (p, u°) = I¢ (u)
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0

En utilisant la convergence faible de p¢ vers p et celle de uf vers u’, nous avons

lim ||u®— uOH%, =
e—0

Par conséquent (uf) converge fortement vers u’ dans Vj.
Deuxiémement, on utilise le méme raisonnement que dans le cas de la convergence
faible, basé sur la condition inf-sup ; nous avons

. 1 b(p*—p°v
1" = POl < csup by — i)

tvevy  lIvIlvo

< —sup
Civev, [IVlve

< Cllu® = v,
Or u® converge fortement vers u’, alors on obtient
lim |p° — p°(|m, = O.
Jim {]p* = p7ll
D’ou (pf) converge fortement vers p® dans L3 (Q)), ou1 p° € M.

Condition inf-sup de b(-,-) sur My x V

Nous nous intéressons a prouver la condition inf-sup de la forme bilinéaire b*(-, -) sur
My x V. Par définition, nous avons donc

b(p,v) / p&vw&ﬂ+/p8m%ﬂ
an UQCX

/ pdwvdsdl—i—/p 9501 ds.
anUQL’X

On décompose maintenant p sous cette forme : p = p 4 p tel que p est la projection
L? (w) -orthogonale de p définie par :

Tanp sur Q7
pP= nrp* sur T,

Taexp sur O
et vérifie 1’égalité suivante :
QM| " + T " + |Q°*[p** = 0. (8.10)

On peut donc écrire la forme bilinéaire b, (-, -) comme suit

b(p,v) / pdivvdsdl + / pd1vvdxdy+/p 0501 ds—l—/p 9501 ds.
QZV[UQ(’X QI”UQ(’X
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Par intégration par parties et grace aux conditions de bord de Dirichlet homogenes sur
0Q) et sur dI', on obtient

b(p,v) / pd1vvdsdl+/p*a o ds+/ v.nds
QIV’UQFX

=T+ T+T;

ou [p] = p" — ™.
On s’intéresse maintenant au terme
Ty = b(p,¥) = / pdivvdsdl,
QinyQex
avec V¥ associé a (ﬁi”, ) e L3(Q") x L2(Q"). Nous avons le lemme suivant :
Lemme 8.2.1. Pour tout (§", p*) € L{(QY™) x LF(QY") et tout p* € L3(T), il existe o =
(5™",0,9°%) € Vg tel que
b(p/N) Tl - ||p“001nuaev/

1115 < Cllu™ 215 -

Démonstration. D’apres [68], on sait que pour tout fi' € L3(Q)'), il existe un ¥ € H}(Q')
tel que

divv' = u ', |u 250, 1= in, ex.

On pose ¥ = (¥",0,%%) qui appartient a Vo, nous avons alors

bpo)=Ti= ¥ [w'@Pdsdl, [5lv<C ¥ ln oo

i:in,er,- i=in,ex
d’ot1 le résultat énoncé. [ ]

Nous avons le lemme ci-dessous qui nous permet de contrdler le terme :
T2 = b(p, Vr).
Lemme 8.2.2. Pour tout p* € L3(T) et tout f = (™, p) € L3(Q") x L3(Q), il existe
o' €V, tel que

b(p,o") = Ts = |z 25" |30 + / pdivo” dsdl, (8.11)
Qinuaex
19" |lv < Cilluy 2 B* o (8.12)

Démonstration. On considere §* € L3(T), donc il existe un ¥* € H}(T) tel que
S
v'(s) =t [ 5V dr 20 lor < Cllu 25 o
0

On désigne par v' I'extension continue de ¥* € Hy(T) telle que v'[yo\r = 0, donc nous
avons o' € Vj et

/y 2 dx + / pdlvvrdxdy, ||vr|\V<C1||;4ml/2 “Ilo,r-
QI”UQGX

ce qui prouve le résultat du lemme. |
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Pour controler le terme T3 = / [p] v - nds, il est utile d’introduire le lemme suivant :
r

Lemme 8.2.3. Il existe une fonction h € H}(Q) telle que

/h@ﬁﬁhzl,HMhQSC (8.13)
T

ot C est une constante strictement positive.

Démonstration. On construit une fonction a variables séparés h(s, ) = g(s)f(I) telle que
fO) =1, fE) =0, [gl)ds=1, g0)=g)=0.
r

Nous prenons par exemple
his,l)=6s(1—s)(1—1?).

Il est clair que la fonction h vérifie

[r0ds =1, Jiha<c, (8.14)
T

Nous pouvons établir le lemme suivant concernant T3 = / [p]v-nds:
r

Lemme 8.2.4. Pour tout ﬁi € R (i = in, *,ex), il existe @ € V tel que

T3 > G||pl134, (8.15)

1Bllv < Callp""*Plo.qmuqes (8.16)
oit Co > 0 et C3 > 0 dépendent uniquement de Qi Qfx T et 1.

Démonstration. On considere la fonction / définie dans le Lemme 8.2.3 et on pose
w(s,1) = (F" —F™)h (s,1) € Hy (Q).

Puis, on écrit v = (v, v*,¥°*) dans la base du repére du Frenet (t,n) = (e1, ;) (la base
canonique de R?) tel que :

v = (0, w(s, 1)), i=in,ex, v' = (0, w(s,0)). (8.17)
Alors, nous avons
1= [ [plv-ndx= (7"~ 7)°,
T

On pose |Q| = |Q"| + |Q°*|, puis on utilise 1'égalité (8.10). On peut écrire avec § > 0 a
choisir :

in |1 — —% 2 1 — —x%
Ts = 0 (175" + |05 + 1P )+ regrs (101 + [T’
= 010" [2(p™)2 4 20| 5" (10 [ + [T[5") + 0 (10 [ + [TIp")*

1 — —k
+ 102 (1Qp™ +|T|p )2-



180 CHAPITRE 8 : Probléme modéle de Stokes

Par application de 1'inégalité de Young avec ¢ > 0, il vient que

in —in 2 1 ex |=sex — 1 —=eX %
Ts 2 001 =) |0" P (5) +0(1 = ) (07 + V15" + 155 (101" + [T[p)?
w2 ()2 1 OF Y (ery2
_ in|2 in = ex|2 ex
> 61 -0l (57) "+ (60— DIOP+ 5 ) (7

1 1 2 (—k\2 1 ex ‘Q‘ 7% *
+(00= )+ i ) IR 70 +2 (001 = Do + g ) 117

Toujours a I'aide de I'inégalité de Young avec 7 > 0, nous avons
np2 (i) 1 ] —ox\2
> - in|2 in ex - ex| ' _ ex
1= 61l (57) -+ 60 (1= ¢ ) (1071 =) + o (191 -1) ] 79
1 O] 1 121
+ 9(1—) (1— >+ ‘ ( r
[ € U |2 i G

[0

1
On prend par exemple ¢ = 5 ety = , nous avons alors

. LN\ 2 ex in
T3 > g’Qm‘Z (?m) +% (_Qlﬂex‘z_’_ ’Q|(’Q |'+2’Q ‘)) (?ex)Z

|Qm|2
[OF+2]Q"\ | 5o
+ <9_ ’Qex||0in|2 |r| (p) .

|Qex’+2|0in|
|Qex||Qin|2
1 |Qm|

exemple § = C (1 + 2107

Qin
On pose C = etonchoisitun0>0telqueC<9<C<1+‘ |>,par

1

>. Alors il existe une constante strictement positive C, > 0

telle que

T 2 Co (I 25" 3 e + e 25 B + i 273 ) -

En utilisant 1'inégalité (8.13) du Lemme 8.2.3, nous avons

Iv]lv <G5 Z (17 2p ZHOQ' = ||u~ UZPHOQ”‘UQ”

i=in,ex

Pour prouver la condition inf-sup de la forme bilinéaire b, (-,-) = b (-, ) sur Vo x My,
on considere v = a¥v + Bv! + 4V qui appartient & Vi ol a, B et -y sont des constantes
strictement positives a choisir. Alors, nous avons

be (p,v) = b (p,v) = ab (p,%) + b (p,9") +7b (p,9).

En utilisant les résultats des Lemmes 8.2.1 et 8.2.2, on obtient

bs (P, V) = IXH‘Ml/ZpHO QinyQex + ,BH]/l_l/z p* ||Or + ﬁ / pdl’UV del
QZﬂUQCX

+r / pd1vvdsdl~|—’y/ v-nds. (8.18)
QUZUQL\'
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D’une part, par inégalité de Young avec ¢ > 0, il vient que

1
/ pleV dsdl > 8“]41/2;7”0 QinuQex @ Vr|iQinUQex-
QI‘VIUQL’C
En utilisant le Lemme 8.2.2, on obtient
/ pdivv' dsdl > —e|| "2 p|[§ e — Hu”z”*Ho r- (8.19)
Qinugex
D’autre part, en utilisant le Lemme 8.2.4, nous avons avec d > 0:
e _ Cs
/ pleVdel Z _5HV1/2PH§,Qinugex - 7”]’11/2;7”0 QinyQex: (820)
Qinuoex

En injectant les inégalités (8.19), (8.20) et I'inégalité du Lemme 8.2.4 dans (8.18), on obtient

b (pr ) ((X — ’)/(S) ’|l’l_1/2ﬁ"é,0inUQ€X + ,B <1 — ) H‘u—l/Z *H()

_ Cs B i}
— Bellu UZP”%,QMUQH + (CZ - 5) (i l/szO ainuae T ’YCZHle/Z Ho

En utilisant 1'inégalité de Young et = p — 7, on obtient

2
1572812 e = (17" 2Plloinse = 157 *Bllo o)
1,
> EHV UzPHS,QmuQex — [l UZPHO QinyQe: (8.21)

A l'aide de I'inégalité (8.21), nous avons

« ) _ Z1/2 5%
be (p,v) > <2 - % - ,5€> [ 1/2pHg,Qi"UQ“‘ +p <1 - > 2o 12 Hor

Cs _ "
<7 (cz - 5) +75—tx> 17212 e + YCs 0225 B

2 1
Onprend e =2Csetd = % = ;, on obtient alors
2

x 1 _ .
b (pr) 2 (5 = 5~ 26Cs ) 120 R o+ 5 25" s

2C3 —-1/2— *HZ

CZ 1/2
(5 1 0) I 2P g + o

2 2

. _ Y2 =__ 2
On choisit par exemple o = 8Cs +1letp 64C,Cs’

alors il existe une constante C > 0

telle que
be (p,v) = € (187 2plR e + 1™ (9" = 700p™) [

+ 11 2 r0p I3 e + 27" 1)
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Par conséquent,

b (p,v) = C (1117 72p I3 oo + 20" )

et nous avons aussi

Ivliv < € (I 2pllo s + 12p" lor ) -
D’ott le lemme de la condition inf-sup de la forme bilinéaire b, (-, -) sur My x Vp :

Lemme 8.2.5. Pour tout p € My, il existe v € V) tel que

be (p,v) = Cillp " ?pl§ 0
Jollv < Callp?plloa

ot C; > 0 et Cy > 0 sont des constantes dépendant du domaine physique C).
8.2.3 Interprétation comme probleme aux limites

Il est utile d’introduire le dernier changement du domaine cité dans la figure Fig. 8.1 :

l

Qe

. 09
an

Q

Fig. 8.1 — Domaine () apres mise a I’échelle.

On identifie T a la courbe moyenne de I'®* = I'" = T, puis on introduit maintenant
les espaces de Hilbert Vg et My :

Vo = {v € H} (Qf” UQ“‘) : vlp € H) (T) }
My = {p = (p", P, p) € L3(Q") x L3(T) x L3(Q%) : pF = pF(s) surr},

que I’on munit respectivement des normes :

HVH%/'O = ||]/ll/2va(2),QinUQex + ||;’l}I’l/zaSV||(2],r/

-1/2 —-1/2

P13, = 1l 2P15 cmseres + 1t ¥ 15 -
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Le probléme variationnel limite consiste a chercher (u’, p°) € Vo x Mj tels que

{ a(u’0)—b(p°v) =1(v), VeV,
b

(8.22)
(7,u°) =0, Vg € My

avec les notations suivantes :

a(uv)= ) /qu Vvdsdl+/;4m8u dsvds,

i= Z?’l EX

b(p /pdlvv dsdl + / pdivv dsdl+/p dsvy dx,

Qin Qex

/f Vdsdl~|—/ g +g v ds.

On peut réinterpréter ce probleme variationnel en termes d’équations aux dérivées
partielles que 1'on appellera modeéle asymptotique, en intégrant par parties dans Q™" et
O et sur I'. On obtient de nouvelles conditions d’échange entre I et les sous-domaines
(Y, i = in, ex. Le probleme modéle asymptotique (8.23) qu’on obtient s’écrit :

—uAug+Vpy = f dans Q" U Qe
divug 0 dans Q" U Q°,
uy = 0 sur 00,
[ug] = 0 sur T, (8.23)
”5,1 = 0 sur T,
_pr
| [#Vug - n — pon| — s ( ‘umasgaz ) = g sur T

avec uf = (u},ul,) € H*(T) qui représente la trace de up € H}(Q) sur I'. Les deux

conditions de transmission [ug] = 0 et u{; = 0 sur l'interface I s’écrivent aussi sous la
forme

r _ ,ex _ ,in _ Q. r _ _ex __ _in
ugy = Uugy = gy =0;  Ugy = gy = Ug)- (8.24)

8.2.4 Extension a une interface courbe

Dans cette sous-section, on utilise les notations décrites dans la section 6.3.2 du cha-
pitre 6.

Pour simplifier ’étude, on suppose ici que I'épaisseur de l'interface I' est constante
dans le sens de la normale. On considere ¢ : [0, 1] — T une courbe paramétrée par
l'abscisse curviligne noté s, croissante dans le sens direct par rapport a Q. En utilisant
un changement de variables pour décrire le domaine d’épaisseur faible ()" sous cette
forme :

Qr = {x €R?;, x =q(s)+1n(s), 1 €[—¢/2, ¢/2] }

On désigne par 7 le vecteur unitaire tangent a I" orienté dans le sens des s croissants.
On rappelle ici les formules de Frenet suivantes :
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ot 7(s) est la courbure de I au point ¢(s).
On décompose la vitesse u dans le repére de Frenet sous cette forme
u(s, 1) = uct(s) + uun(s).
On obtient
du = durT + udt(s) + duyn(s) + uydn(s)

([ dug Jur
= (asds + aldl> T(s) + ruzdsn(s) + <

(B ) s+ Brdl [ x(s)
O\ (% ) ds + G ( we) ) |

Pour tout point de coordonnées x de ()}, nous avons

ou, ds + ou,

a5 aldl> n(s) — ru,ds T(s)

dx = ¢'(s)ds+1n'(s)ds+n(s)dl = (1 — r(s)1) dsT(s) +dln(s). (8.25)

Dans la suite, pour alléger les notations, on posera r(s) = r et on suppose que la courbure
r est bornée et indépendant de e. On introduit les notations suivantes :

aﬂ =Uu aﬂ =1U aui’r =u aui’r
Js — Un,s, ol — Un,l, Js — U, ol

En utilisant la relation suivante du = Vu - d X, on obtient 'opérateur de dérivation dans

le repere local (n, T) :
ﬁ (uT,S - }’Lln) Ur]
Vu = (8.26)

= ur,l-

ﬁ (un,s + 7’1/[7) Uyl

et ’opérateur de la divergence s’écrit sous cette forme :

divu = (Ugs — TUy) + Uy (8.27)

1—7l

Nous rappelons ici les formes bilinéaires associées au probleme de Stokes :

ac(u,v) = Y /yiVu : Vvdxdy + / Uy, Vu : Vvdxdy,

i=in,ex

o ay
be (p,v) = Z /pdiv vdxdy + / pdiv vdxdy.
1:111,er£ ol

Les intégrales définies respectivement sur les domaines Q" et QO sont invariables
par rapport aux composantes de la base de Frenet (7, n). Nous nous intéressons aux
intégrales définies sur le domaine mince ()}".

D’une part, en utilisant (8.26) on a

€
/ pe,Vu: Vvdxdy = / 1”_’“71 (s — 11uy) (Vrs — 10n) + (s + 11Uz ) (Vns + 107)) dsdl
Qm Qm

[ (1= 1) (e + g 0,) s

oy
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On utilise maintenant le changement de variable I = ¢l dans ", on obtient

1 1

Ung = Uy p Ug) = Uy
etal'aide de u}' = ‘u?m, il s’en suit que
/ uy,Vu: Vvdxdy = n ﬁm ZA((um — 111y) (Vs — 70n) + (Uns + Ti) (Ons + 10c)) dsdl
Q;’l QWI rS

(1 — rel) A

+ / Pmp” —T8) 2 (gt +u, 10, 1)dsdl
Qm

ott le domaine mince ()" est indépendant de ¢, O™ = [0; 1] x [— %, %]
D’autre part, a I'aide (8.27) il vient que

/ divv dxdy = / p (1 _1 " (Vs —10,) + v,,/l> |1 —rl|dsdl.
an Qm

En utilisant le changement de variable | = el dans O™, on a

/pdivvdxdy: /sp(l ! lA(UT,s—rvn)%—lU >|1—r£l|dsdl
—re
Q;ﬂ Qm

Afin d’alléger les notations, on pose I = [. On définit maintenant une nouvelle pres-
sion sur ()" par :

* m

p*=ep™.

Par conséquent, les formes bilinéaires a,(-, -) et b, (-, -) s’écrivent de la maniere suivante :

a; (u,v) = Z /VZVu Vvdsdl+/ " (e — 11ty (Ve — 10, )dsdl

i= l1’l ex 1 -
Qﬂ‘l
+ / 1 uns + ruz) (Ons + roe)dsdl + / M(Mr,zvr,z + Uy,10, 1)dsdl,
Qm
E /pdlv vdsdl + / < — (Vs —10Un) + 1011,1) |1 — rel|dsdl.
i=in, ex () Om

La formulation variationnelle associée au probleme (8.8) s’écrit : trouver (uf, p°) €
V x M tels que

{ ag (u8,v) —be (p5,v) =1 (v), VeV,
(8.28)

b (q,u®) =0, Vg € M.

avecV=H} (Q), M =L3(Q).

Nous utilisons les résultats de convergence et le méme raisonnement que dans la
section 8.2.1. Lorsque ¢ tend vers 0, les intégrales définies sur Q" et Q" ne posent pas de
probléme.

On s’intéresse a la premiere équation de (8.28) :
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— On choisit v =u® et g = p%,
— On utilise I'hypothése r est borné et indépendant de ¢ et on écrit lim0 |1 —rel| =1,
£—>

— On multiplie (8.28) par £2, puis on utilise la coercivité de la forme a; (-, -).
Ceci nous permet de conclure, a l'aide des résultats de convergence de la section 8.2.1,
que la suite (uf) converge vers u’. Nous avons

0 _ 0 _
ug; =0, u,; =0

n,l

On s’intéresse maintenant a la deuxieme équation de la formulation variationnelle
(8.28). On obtient sur le domaine ()" :

u%s —rud = 0. (8.29)

On identifie T = I'" = T**, puis on utilise u’ € Vj (i.e. u’ est indépendant de 1), dT' =
||@(s)|| ds et (8.29). On obtient pour 'équation du mouvement dans Q" = [ x [—3; 1] :

/ Um (Uns + 1Uuz) (Vps + 107 )dsdl = /ym tln + 1U7) (070 + rv7)dl
Qm

ol d représente la dérivée tangentielle.
On introduit les espaces suivants :

={veV;9dv=0dans O"},
My = {p = (p™, p", p*) € L*(Q™") x L*(T) x L?(Q%); / pdsdl +/prds = 0}.
QinyQex T
Le probléme limite s’écrit sous la forme suivante : trouver (uO, po) € Vo x M tels que
a(u’,v)—b(p’v) =1(v), VveV,,
(8.30)
b (g,u°) =0, Vg € M.

avec les notations suivantes :

a(u,v) Z /y,Vu Vvdsdl —|—/ym Uy + 11u7) (970, + 1oL )dl,

i=in, erl

Z /pdlv vdsdH—/p 07V — 10y) dT,

i= znex

-y /f vdsdl+/g +g) - vdr.

i= Z}’lE.X'

Interprétation comme probléme aux limites

On peut réinterpréter le probleme variationnel (8.30) en termes d’équations aux déri-
vées partielles, en intégrant par parties dans les sous-domaines Q" et %" et sur l'inter-
face I

Nous avons montré que les fonctions u. et u,, dépendent uniquement de s sur I'. En
utilisant la deuxieme équation de (8.30), on obtient :

01l —rul = 0. (8.31)
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On obtient aussi la condition [u] = 0 sur I qui s’écrit sous la forme :

suivant 7 @ u'" = u® =12, (8.32)

in __
n =

us = ul, (8.33)

suivant n : u b

On prend une fonction test suivant 7 (i.e. v, = 0), puis suivant # (i.e. on prend v = 0).
Ensuite, on integre par parties dans la premiére équation de (8.30), on obtient les termes
suivants sur I', & rajouter au terme standard [pd,u — pn| :

suivant T : ppr (91 + rul) + 9.p* (8.34)
suivant # : — 07t — pmd (rul) +rpt. (8.35)

On rappelle que l'on a, le long de T,

oy,u=Vu-n= ( Iyt )
alun

On utilise (8.34), (8.32) et (8.31),' on obtient alors de nouvelles conditions de transmission
non-standard sur I', avec g = g + g** :

— suivant T :
[10ruc] + pmr (ctty + 1ul) + dop" = gx, (8.36)
ult =y =9, (8.37)

— suivantn :
[1011y — P] — PmOrcttd — pmd<(rul) +rp" = gy, (8.38)
ul = 4% =40, (8.39)

— et

0.1 —rud = 0. (8.40)

Le modeéle asymptotique obtenu s’écrit :

—uhAug+Vpy = f£ dans Q" U Q%
divuy = 0 dans Q" U O, (8.41)

uy =0 sur 0Q)

auquel on rajoute les conditions de transmission non-standard sur I', définies par les
équations (8.36), (8.38) et (8.40).

Nous remarquons que si la courbure r = r(s) = 0, nous obtenons les mémes équa-
tions dans le cas ot 'interface est une droite.

Nous prévoyons dans la suite de nos travaux d’appliquer la méthode NXFEM au
probléme (8.41) pour les conditions de transmission non-standard. Nous présentons la
stratégie qu’il faut apporter pour développer la méthode NXFEM au probleme (8.41).
Nous proposerons deux variantes basées sur la méthode NXFEM développée dans le
chapitre 4 pour le probleme d’interface de Stokes.
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La premiére variante consiste a garder u' comme inconnue et a dualiser u' — {u} =

0 et o,u’ = 0. La formulation variationnelle s’écrit sous la forme suivante : trouver
(u,p,0) € V, x Q) x Oy tels que

Ap(ap, vi) + bp(pr,vi) + Cu(0,v) = I(vy), Vv, €V,
Bu(qn,uy) = 0, Van € Qn, (8.42)
Ch(d,v) = 0, Vo € O,

oit les espaces d’approximations Qj, := QI" x Q¢ et ® sont définis par :

Q= {9 € L3(Q) :qlr e PATINT €T, i=inex,
O ={0c () : 6 (P}, r=01

et 'espace d’approximation de la vitesse V), est choisi selon la méthode utilisée, voir le
chapitre 4. Les formes bilinéaires s’écrivent comme suit :

Ap(wv) = )] / uVu: Vvdx — /{yvnu} - [v]ds
TETIUT '

—/{yvnv}-[uh] ds+A Y /\T/[u] Mds+ ¥ /ymas{uz}*as{vz}*ds

TeT 1y TET, Ty

Bi(p,v)=— ). /pdivv dx + /{p} [v-n]ds —/prasvl ds,
r r

TE'E;" Un@x T

Ci(6,v) = /e- (v — {v2).) ds.
T

Le deuxiéme variante consiste a éliminer I'inconnue u' et a rajouter des termes de
stabilisation sur la pression aux nceuds d’intersection de l'interface avec les arétes du
maillage. Nous proposerons donc de rajouter les termes de saut de pression ou du gra-
dient de pression selon les éléments finis utilisés pour approcher p' :

—sipt € PO,

Clp'a) = 3 anlp'lla'](N)
NeNT

T 1
— sip' € P,
C(p'.q") = Y an[osp"][0sq"](N)
NeAy

ol ay est le parametre de stabilisation a déterminer pour que le probléme soit bien posé.

Nous nous intéresserons a prouver que les formulations variationnelles mixte asso-
ciées aux deux variantes soient consistantes et bien posées. Pour la stabilité, nous envisa-
gerons d’utiliser le théoréme de Babuska-Brezzi.



PARTIE 111

MODELISATION D’UNE MEMBRANE PAR UN
FLUIDE NON-NEWTONIEN

Cette partie est découpée en deux chapitres. Le premier chapitre concerne les relations
entre le comportement mécanique des globules rouges et ’écoulement sanguin, cela re-
vient a appréhender '’hémodynamique et la rhéologie du sang a travers le comportement
mécanique des globules rouges. On justifie ici le choix du modele rhéologique viscoélas-
tique non-newtonien et non-linéaire de Giesekus pour modéliser le comportement de
la membrane cellulaire. Le deuxieme chapitre est dédié a la modélisation asymptotique
d’une membrane liquide de type Giesekus. On présente d’abord le probléme modele a
résoudre puis, on écrit de maniere formelle la formulation faible associée au probléme
d’interphase dans le domaine constitué de trois fluides. Ensuite, on donne le probleme
faible obtenu apres un passage formel a la limite sur I'épaisseur de la membrane. Enfin,
on interprete le modeéle asymptotique comme probleme aux limites.






Chapitre

Globules rouges et modeles
rhéologiques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux relations entre le comportement méca-
nique des globules rouges et 1’écoulement sanguin. Cela revient a appréhender 1’'hémo-
dynamique et la rhéologie du sang a travers le comportement mécanique des globules
rouges. Pour cela, nous avons choisi le modele rhéologique viscoélastique non-newtonien
et non-linéaire de Giesekus pour modéliser le comportement de la membrane cellulaire.
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9.1 Sang et globules rouges

Le sang est un liquide biologique ayant acces a la totalité des cellules d"un organisme
via le systéme circulatoire. Le corps humain adulte en contient environ 5 litres.

Son role est multiple. Il transporte les éléments nutritifs et les produits terminaux
du métabolisme considérés comme « déchets ». Il rend possible la communication entre
cellules en acheminant les messagers chimiques, hormonaux et autres, synthétisés par
différents tissus. Il permet la thermorégulation de 1’ensemble de 1’organisme.

Le sang peut étre considéré comme un ensemble de particules facilement déformables,
les globules rouges, en suspension dans une matrice liquide, le plasma. Ce dernier consti-
tué a 91% d’eau, contient des ions (Na*, Cl;,Ca?*, K*...), des solutés organiques (urée, glu-
cose, hormones. . .) et des protéines plasmatiques (albumine, Lipoprotéines HDL et LDL).
Ces protéines jouent un role important dans le comportement rhéologique du sang.

Les globules rouges !, principales cellules sanguines puisqu'’ils en représentent 45%
du volume?, transportent l'oxygene et le gaz carbonique entre les poumons et les cel-
lules. L'hémoglobine contenu dans le cytoplasme permet le transport de I’'oxygene alors

1. érythrocytes ou hématies.
2. Soit 5 x 100 globules rouges par iL de sang et donc, 25 x 1012 globules rouges pour un humain adulte.

191
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que celui du gaz carbonique est di & une enzyme présente a la surface des hématies,
I’anhydrase carbonique.

Comme la totalité des cellules sanguines, les globules rouges sont fabriqués dans la
moelle osseuse a partir de cellules souches, 1'érythropoiese. Durant sa maturation, le fu-
tur globule rouge expulse son noyau puis en moins de deux jours, ses ribosomes. Il migre
ensuite dans le systeme circulatoire. Sa durée de vie est de 120 jours. Cette absence de
noyau rend le globule rouge facilement déformable.

Il est a noter qu’il joue un role essentiel dans la reconnaissance de soi : les groupes
sanguins érythrocytaires ABO et le facteur rhésus.

D’un point de vue morphologique, le globule rouge d"un patient sain a une forme
biconcave d’environ 7,8 ym de diametre [35,112,113]. Son volume est de 94 ym? pour
une aire de 135 ym?2 Comparé a une sphére de méme volume, le globule a un exces de
surface de 'ordre de 40%.

Self = /
association site Tropomyosin |

Actin
protofiament

Fig. 9.1 — Représentation schématique de la membrane érythrocytaire et du squelette membranaire.

La paroi d'un globule rouge est formée de deux parties : la membrane cytoplasmique
et le cytosquelette membranaire (Fig. 9.1). La membrane cytoplasmique est constituée
d’une bicouche lipidique ou s’intercalent des protéines. Ces protéines sont des trans-
porteurs d’ions, des récepteurs membranaires ou des points d’ancrage du cytosquelette
érythrocytaire. Celui-ci est responsable de l'intégrité du globule rouge. Il est formé d'un
réseau de protéines qui tapissent la face interne de la membrane cytoplasmique. Le prin-
cipal constituant protéique de ce réseau est la spectrine. Son épaisseur est de 1’ordre de
7,5 nm.

1616 est la date généralement admise comme point de départ de la compréhension de
I’écoulement du sang dans le systéme circulatoire ou ’hémodynamique lorsque William
Harvey en démontre expérimentalement le fonctionnement.

En 1828, Jean Léonard Marie Poiseuille présente dans sa these de médecine intitulée
« Recherches sur la force du coeur aortique » [108], des expériences sur les variations de
la pression sanguine in vivo sur des chiens et des chevaux. Il s’intéresse plus particulie-
rement a l'influence de la respiration sur ces variations. Il établit que : « la force totale
statique, qui meut le sang dans une artere, est exactement en raison directe de l'aire que
présente le cercle de cette artere, ou en raison directe du carré de son diametre, quel
que soit le lieu qu’elle occupe. » Il met également en évidence la déformation des arteres
sur l’action de la pression sanguine. Durant la période 1840-1841, il publie trois articles,
« Recherches expérimentales sur le mouvement des liquides dans les tubes de tres petits
diametres », dans lesquels il propose une loi d’écoulement pour les capillaires nommée
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depuis loi de Poiseuille [109-111]. Il est a noter que le prussien Gotthilf Hagen aboutit en
1839, indépendamment de Poiseuille, a la méme loi d’écoulement [72].

En 1931, Fdhreaeus et Lindqvist montrent que les mesures de la viscosité du sang dé-
pendent du diametre du tube dans lequel il s’écoule (effet Fdhreeus-Lindqvist) [60]. Cet
effet s’explique par un déplacement des globules rouges vers le centre de I’écoulement
(effet Segré-Silberberg [122-124]), faisant apparaitre une couche limite plasmatique de
quelques ym. Cette migration des globules rouges vers le centre de 1'écoulement est as-
sociée a l'inertie du fluide, i.e. au nombre de Reynolds, et a leur déformabilité (voir par
exemple : [38,99,128]).

Fig. 9.2 — Déformation et aggrégation de globules rouges dans un écoulement capillaire [28].

Le sang est assimilable a une suspension concentrée de particules non sphériques
déformables, les globules rouges, ces derniers pouvant selon les conditions hydrody-
namiques former des aggrégats (Fig. 9.2). Du point de vue rhéologique, le sang est un
liquide non-newtonien viscoélastique thixotrope.

Un liquide non-newtonien est un liquide dont la viscosité est une fonction de la vi-
tesse de déformation <. La thixotropie correspond a la diminution de la viscosité au cours
du temps lors d’un cisaillement simple a vitesse de déformation constante. A la cessation
de la déformation, la viscosité reprend sa valeur initiale. Cette propriété est associée a
la destruction d’aggrégats lors d’un écoulement. Un liquide viscoélastique est un corps
dont le comportement est intermédiaire entre un liquide newtonien et un solide élastique.

Le tableau Tab. 9.1 donne les caractéristiques des écoulements dans le systeme circu-
latoire humain.
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Vaisseau z v 0% Re
(mm) (cm.s™) (s
Aorte 20-30 60 130 4500
Arteres 1-3 20-50 700 400
Artérioles 0,1-0,5 0,5 1000 2,3
Capillaire 0,01-0,05 0,05 800 0,05

Veinules 0,01-1 0,04-0,1 | 0,01-0,02 | 0,01

Veines 3-6 5 100-200 400

Veine cave 13-15 10-15 50 400

Tab. 9.1 - Hémodynamique de 1’arbre vasculaire [27].

9.2 Rhéologie des liquides

Le comportement rhéologique de la membrane cellulaire controle le comportement
mécanique des hématies. La tres grande majorité des travaux réalisés dans ce domaine
depuis le milieu du XX¢ siécle considere la membrane comme un solide élastique [49,
50,55-58,65,78,116,117], voire hyper-élastique [59]. Dans ce travail, nous envisageons la
membrane comme un liquide. Les considérations suivantes nous permettent de justifier
ce choix :

— la tres grande variété de modeles rhéologiques pour les liquides : newtoniens,
newtoniens généralisés, non-newtoniens quasi-linéaires et non-newtoniens non-
linéaires ;

— la transformation « champs de vitesse-déplacement » dans une membrane so-
lide lors des calculs (ainsi que le développement d'un code pour l'interaction
fluide/structure) est évitée;

— la membrane a un comportement viscoélastique.

Nous présenterons ici que les modeéles non-newtoniens.

9.2.1 Invariance des lois de comportement et dérivées objectives

Les modéles non-newtoniens sont généralement construits a partir des modéles de la
viscoélasticité linéaire (Maxwell, Jeffreys...) [21,85,121]. Si nous prenons l'exemple du
modele de Maxwell a un temps de relaxation A, (1 + A D/Dt) T = 25 D, nous constatons
que la dérivée particulaire du tenseur déviateur des contraintes n’est pas invariante au
changement de référentiel. Il en découle que le modele de Maxwell n’est pas objectif. La
dérivée de Gordon-Schowalter a été proposée afin de palier ce probleme [70]. Elle est
définie par la relation suivante :

D
= —A+A-Q0-0
S ppataA T

[FN=

-A—a(A-D+

|

-A)

avec —1 < a < 1, D le tenseur des vitesses de déformation et () le tenseur de vorticité.
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Pour les valeurs entiéres de 4, nous obtenons les dérivées suivantes :

A D
Covariante,a = —1 : A=§A+A-Q—Q-4+A-Q+Q-é-
. ° D
Corotationnelle,a =0: A= Dr A+A- QO-O-A
v D
Contravariante,a = 1 : A:ﬁé—i—A O-QO-A-A-D-D-A

9.2.2 Modeles quasi-linéaires

Un nombre important de lois de comportement peut étre construit en associant les
modeles de la viscoélasticité linéaire aux dérivées objectives. Nous nous intéresserons ici
uniquement aux lois obtenues a 1’aide du modeéle de Jeffreys liquide,

D D
I"‘/\tﬁl—z’? <D+/\rDtD>

avec Ay, le temps de relaxation et A,, le temps de retard. Selon les valeurs du parametre
a de la dérivée de Gordon-Schowalter, nous obtenons les trois modeles quasi-linéaires
suivants :

— Oldroyd-A, covariant :

THAT= 21 <D+Arlg> :
— Jeffreys corotationnel :

THMT =2 <D+Ar5> .
— Oldroyd-B, contravariant :

\vi v
T+MT=27 <D+ArD>.

Afin d’apprécier le réalisme de ces lois de comportement, nous allons déterminer les
fonctions rhéologiques de ces liquides pour un écoulement de cisaillement simple et un
écoulement élongationnel uniaxial. Ces fonctions sont :

— pour un écoulement de cisaillement :

la viscosité de cisaillement, 77 ; la premiere et la seconde différence des contraintes
normales, ¥; 3 et ¥s.

— Pour un écoulement élongationnel uniaxial :

le coefficient d’accroissement de contrainte, 17, et la viscosité élongationnelle, 17, =

lim#n;".
—» 00 178

Le tableau Tab. 9.2 résume les comportements rhéologiques obtenus pour les modéles
de Jeffreys corotationnel et d’Oldroyd-B. Le modele de Jeffreys corotationnel conduit a
des résultats compatibles avec le comportement des polymeres a 1’état fondu. C’est a dire
qu’il prédit un comportement pseudoplastique ainsi que I’existence des deux différences

3. ¥ quantifie I'effet Weissenberg.



196 CHAPITRE 9 : Globules rouges et modéles rhéologiques

des contraintes normales. Par contre, I'indice de pseudoplasticité donné par ce modele,
n = —1, est loin de la valeur expérimentale, n ~ 0, 5.

Au niveau des contraintes normales, leur rapport ¥, /¥, = —1/2 ne correspond pas
au comportement attendu, ¥; /Y, = —1/7. Il est a noter que ce modele prédit une visco-
sité infinie, 77., = lim #(7y), viscosité qui n’existe pas dans le cas des polymeres a l’état

Y—0
fondu.

Dans le cas d"un écoulement élongationnel, ce modéle prédit un comportement trou-
tonien * bien loin de la réalité.

Cis. 7(%) Y1 (%) ¥2(7)
Jeffreys cor. | % 21 1:* ;%'z 3 Y1(7)
Oldroyd-B n 2 (Ay — Ay) 0

Elong. nt (é/ t) e (S)
Jeffreys cor. 3y (1 —exp (f \i,)) 3y

“2iA, . —id, 28 My
Oldroyd B | 1128 (1-osp(~(1-2) 1)) | 3y (Poils2le

#5815 £)

Tab. 9.2 — Comportements rhéologiques des modeles de Jeffreys convectés.

Analysons maintenant le comportement du modele d’Oldroyd-B. Pour 1'écoulement
de cisaillement, ce modéle conduit a un liquide newtonien présentant une premiere dif-
férence des contraintes. Un tel comportement est totalement irréaliste.

Pour l'écoulement élongationnel uniaxial, nous constatons que le coefficient d’ac-
croissement de contrainte diverge pour une vitesse de déformation ¢ > 5. Pour de
faibles vitesses de déformation, la viscosité élongationnelle obtenue correspond au ré-
gime troutonien, 77, = 319. Ce comportement est compatible avec celui des liquides poly-
meres.

Le réalisme des modeles quasi-linéaires est fortement dépendant du couple dérivée
convectée/ écoulement. Ainsi, un écoulement de cisaillement simple impose la dérivée
corotationnelle alors qu'un écoulement élongationnel impose une dérivée co ou contra-
variante. Il en découle que ces modeles sont incapables de modéliser convenablement un
écoulement mixte, par exemple, un convergent.

Il est partiellement possible de remédier a ce probleme en prenant une valeur du pa-
rametre a de la dérivée de Gordon-Schowalter comprise entre les valeurs 0 et 1. C’est
ce que propose le modele de Johnson-Segalmann [81]. La valeur de a est alors détermi-
née expérimentalement. Malheureusement, les données expérimentales montrent que ce
parameétre n’est pas constant mais dépend de la vitesse de déformation.

4. C’est a dire un comportement newtonien en écoulement élongationnel.
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9.2.3 Modeles non-linéaires

Les modeles rhéologiques non-linéaires permettent de décrire de maniére réaliste le
comportement de liquides polymeres aussi bien pour les écoulements de cisaillement
qu’élongationnels. La forme générale de ces modéles est donnée par la relation suivante :

fx)+AT=21D.

Nous pouvons citer par exemple, les modeles de :
— Phan-Thien & Tanner affine [107] :

A
T+ Ztr(T)T—i-A'Y':ZnD.

— Giesekus [66,67] :

<

I—f—gl'l—i—}\

1
c =2nD avec:0 <a <1, réalistepour:a = 5> 9.1)

Nous nous intéressons plus particulierement au modele de Giesekus en raison a la
fois de son réalisme et de sa simplicité de formulation. De plus, les deux parametres de
cette équation constitutive, c’est a dire la viscosité limite 7 et le temps de relaxation A °,
sont aisément déterminés expérimentalement.

L’'idée principale de ce modéle est d’introduire la non-linéarité a partir d'un tenseur
d’anisotropie de mobilité des chaines relié au tenseur de déformation de Cauchy, C. Le ten-
seur d’anisotropie de mobilité des chaines B exprime la relation entre la relaxation d’une
chaine et sa forme induite par 'écoulement. Un élément de chaine fortement déformé
donc tres orienté sera peu mobile et emmagasinera une part importante de la contrainte.
Sa forme générale, déterminée par Giesekus est donnée par la relation suivante :

%(E’IJrI-ﬁ)JrnE:O.

Cette relation est obtenue a partir du modele de Maxwell convecté contravariant :

v
1+/\%:2172 — 1T+1nC=0.

L'uniformité du réseau implique que ce tenseur soit symétrique :

E'Izl'éﬁé-ﬁnézg (9.2)

Giesekus choisit une fonction linéaire en tenseur de Cauchy pour exprimer le tenseur
d’anisotropie de mobilité, B = § +a (C —J), avec 0 < a < 1. Comme, en absence de

contrainte ou d’écoulement, nous avons lirr(1) B =4J,ilendécouleque: g = (1—a)d+
50— =
aC.

De ces relations, nous aboutissons aux formes équivalentes suivantes de 1’équation
constitutive de Giesekus :

v
(1-a)t+aC-T+7C=0,
v
xC-C+(1-20)C—(1—a)d+AC=0,
I+%I~I+A%=2172.

5. Par définition, A = 77/ G o1 G est le module de cisaillement du matériau.
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Dans son travail de these [82], Julie Joie a modélisé et simulé le comportement de
liquides polymeres avec le modele de Giesekus. Elle a employé des éléments finis non-
conformes pour la vitesse et la pression tandis que la contrainte a été approchée par des
éléments finis discontinus Py. Afin de mettre en évidence les qualités de ce modéle, nous
présenterons ici quelques résultats de ce travail.

1 ujuy

0.8
0.6 —

> ° 000
04 ] o 075
117 o 150
& 300
v 450
02 > 6.00

Giesekus (o =0.5)
yla

00— T T T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 04 -0.2 0.0

Fig. 9.3 — Profils de vitesse adimensionalisée uy/un(y/a) avec uy, la vitesse pour le liquide newtonien.
Ecoulement plan 2D planar dans un canal pour un liquide Giesekus, « = 0,5. Comparaison entre les solu-
tions numériques (symboles) et analytiques (ligne).

Comparons le profil de vitesse simulé avec une solution analytique dans le cas d'un
écoulement totalement développé de type Poiseuille plan pour différentes valeurs du
nombre de Weissenberg 203i défini par : 20i = Ay = A 3% ot 7 est la vitesse moyenne du
fluide a I’entrée du canal. La vitesse de cisaillement *y est calculée au niveau de la paroi
pour un liquide newtonien équivalent. La solution analytique est donnée par la relation
suivante [89] : -

1 1—-a°p A dp
ux(y)_ZﬁAlnl—yzﬁz' =

La vitesse moyenne et le nombre de Weissenberg ont pour expression :

Les caractéristiques du liquide sont : 10° Pa.s pour la viscosité et 10° kg.m3 pour la
masse volumique. La vitesse a I'entrée est de 0,1 m.s™. Ces conditions conduisent a un
nombre de Reynolds de 10~ et un nombre de Weissenberg de 300A.

La figure Fig. 9.3 présente la comparaison entre ’'approche numérique et les solutions
analytiques. Nous constatons tout d’abord un bon accord entre les deux types de solu-
tions. Nous constatons que le caractere pseudo-plastique du liquide est treés nettement
mis en évidence et est fortement corrélé au nombre de Weissenberg.

Une autre maniere de validiter le modéle de Giesekus est de comparer des résultats de
simulations a des résultats expérimentaux [83]. En 1994, Quinzani et al. [114] mesurent en
détail le champ de vitesses et de contraintes d"une solution de polymeére parfaitement ca-
ractérisée dans une contraction de type 4 :1 par vélocimétrie laser et biréfringence. Nous
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présentons ici quelques comparaisons entre ces résultats expérimentaux et des simula-
tions numériques (Fig. 9.4, Fig. 9.5 et Fig. 9.6).

30 35
1 u (emis) . :zs 1 u, (emss)
] 22,00 1 o oo
2] o 2o ] Quinzani (1994) 30 -
A v -0.50 ] S
1 — 625 ] a o
3 — 200 3
3 100 | Giesekus (a=0.5) 25 S e © % 00 Na
20 — 2050 1 o °
4 4 A o
] 20
4N\ T ] of i—LL A
4 154 o
4 B o
1.0 ] g
L. 104 o 000
5 b o 100 | Quinzani (1994)
] ] A 575
05 ] — 000
] 05 — 1 Giesekus (.= 0.5)
] b — 575
] v A 3 yia ] yla
00 A SN 00—
0.00 025 0.50 075 100 125 10 05 00 05 10

Fig. 9.4 — Profils de vitesse u,(y/a). Ecoulement dans une contraction 4 :1 2D pour un liquide de Giesekus,
« = 0.5. Comparaison entre les résultats expérimentaux de Quinzani [114] et des simulations numériques.

I Quinzani (1994)

15 - 30
1 T, (Pa) N ] v, P
4" o 20 40
A 10 Quinzani (1994) i v
1 v 05 20
R — 20 1
10 — 10 Giesekus (ot = 0.5) ]
— 05 1
10—
0
1] =
-10

20 99
] v, R v o0 I Giesekus (o = 0.5)
1 Vvy yla yla

Sl e e 0L
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 -100 -075 050 -025 0,00 025 0,50 0,75 1,00

Fig. 9.5 — Profils de la contrainte de cisaillement 7y, (y/a). Ecoulement dans une contraction 4 :1 2D pour
un liquide de Giesekus, « = 0.5. Comparaison entre les résultats expérimentaux de Quinzani [114] et des
simulations numériques.
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20 50

» g
T~ Ty (Pa)

T Ty (Pa)

-1.0 I Quinzani (1994)

40

-10 I Giesekus (a.=0.5)

I Quinzani (1994)

30
I Giesekus (o= 0.5)

20

10

v vV v

yla yla
15 T T T T T T T T T T [ e R R e R R R
0.00 0.25 0.50 075 1.00 125 2100 075 050 025 000 025 050 075 100

Fig. 9.6 — Profils de la différence des contraintes normales Ty — Tyy (y/4a). Ecoulement dans une contraction
4 :1 2D pour un liquide de Giesekus, &« = 0.5. Comparaison entre les résultats expérimentaux de Quin-
zani [114] et des simulations numériques.

Sans entrer dans les détails, nous constatons que le modele rhéologique de Giesekus
associé a notre approche numérique rend parfaitement compte des résultats expérimen-
taux aussi bien au niveau du champ de vitesse que celui des contraintes.

La géométrie simulée est le siege en amont de la contraction d’un écoulement mixte,
cisaillement simple et élongationnel uniaxial. Ces résultats montrent que le modele de
Giesekus décrit convenablement ce type d’écoulement contrairement au modele quasi-
linéaire tel que celui d’Oldroyd-B.
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Modele asymptotique d’une
membrane liquide de type Giesekus

Apres avoir justifié le choix du modele de Giesekus (cf . chapitre 9) pour modéliser
la membrane liquide, on présente d’abord le probleme modeéle a résoudre puis, on écrit
de maniere formelle la formulation faible associée au probleme d’interphase dans le do-
maine constitué de trois fluides. Ensuite, on donne le probleme faible obtenu aprés un
passage formel a la limite sur I'épaisseur de la membrane. Enfin, on interprete le modele
asymptotique comme probléme aux limites.

Sommaire
10.1 Position du probleme d’interphase . ... ................. 201
10.2 Formulation faible du probléeme d’interphase . . . . ... ........ 203
10.3 Passage formelalalimite . . . ... .. ... ................ 207

10.4 Interprétation du modéle asymptotique comme probleme aux limites 209

10.1 Position du probléme d’interphase

On donne une breve description du probleme physique illustré dans la configuration
initiale Fig. 10.1. Comme exemple de probleme multiphasique composé de trois fluides
occupant un domaine borné régulier Q). C RR?, on étudie ici le modele décrit par un
fluide newtonien (Stokes) occupant les domaine Q" et Q¢* séparé par une couche mince
Q" de frontiere I'", T¢*. Ce domaine Q" représente la membrane du globule, décrite par
un fluide non-newtonien de type Giesekus d’équation (9.1). Le petit parametre ¢ > 0
caractérise 1'épaisseur de la membrane.

Dans la suite, on suppose que le domaine ()" est décrit par (6.1) et on utilise les
notations définies dans le chapitre 6.

Notons que les lettres soulignées comme T désignent les tenseurs du second ordre,
tandis que les lettres capitales soulignées (par exemple X) sont des espaces fonctionnels
sur les tenseurs.

La conservation de la masse et celle de la quantité de mouvement dans les milieux

201
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CHAPITRE 10 : Modeéle asymptotique d 'une membrane liquide de type Giesekus

Giesekus (membrane)

Stokes (plasma)

Fig. 10.1 - Probleme physique dans Q" U Q% avec une membrane fine Q"'

(10.1)

—UAE + VPt =T,
V-i =0

Qé” et ()" régis par des fluides newtoniens, donnent les équations du Stokes

ol y est la viscosité constante par sous domaine Q" et (0¢* telle que
Wiy dans QF,

. :{ Hex dans O

—divE* + Vit =1,

Auxquelles on ajoute les équations (10.2)-(10.4) du fluide non-newtonien de type Giese-
(10.2)

kus dans le milieu de faible épaisseur ()" :

AE (ﬁe-Vf—f-(V

ot les coefficients yf, et A® vérifient :
Hm
m

La dépendance de ces parametres en fonction de € nous a semblé essentiel pour obtenir

un probléme aux limites bien posé.

g" surl}
avec

On complete le probleme par des conditions de transmission standard sur les inter-

faces " et T :
. { 8
g surlg"

[
et on ajoute des conditions de bord de Dirichlet homogenes sur la vitesse :
sur 09Q),.

(10.3)

(10.4)

(10.5)

QS :iﬁ _ ﬁgl
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Le tenseur des contraintes visqueuses ¢ (symétrique) est 2uD (@€) dans Q! (i = in, ex)
et vérifie (10.4) dans (), avec

D(i) = % (Ve +(va)T).

Le probleme d’interphase complet s’écrit alors :

( —divt + Vp* = f dans Q),,
veé )E
AT + ZVTZ T+ F =2u5,D(a°) dans QF,
m .
¢ =2u*D(a°) dans QFUQZ,
V-at = dans ), (10.6)
ut = sur 0Q),,
@] =0 sur Ti" UT,
[0 n] =g sur T YT,

Y
ol T est dérivée convectée contravariante dans le cas stationnaire :

=@ -V¥-—%Vil — Vat.

<

10.2 Formulation faible du probleme d’interphase

Dans cette section, nous définissons le cadre fonctionnel dans lequel nous allons tra-
vailler, nous présentons le probléme variationnel formel du probleme (10.6).
On définit I’espace des tenseurs symétriques Lfym Q) par:

2 - — - 2
Liym (") = {T_ (Tij)lgi,jgz rT=1T, T € L7 () }
On introduit maintenant le cadre fonctionnel comme ce qui suit, pour toute > 0:
Ve =Hj(Q),

Q° = L3 () = {p € L* () : /pdxdy = 0}/

Qe

XF = L2, () N H' ().

Zsym
Dans la suite, on considére que les fonctions f et § sont réguliéres.

Remarque 10.2.1. Dans cette thése nous ne nous sommes pas intéressés a l'existence d’une so-
lution du probléme variationnel formel (10.7). De plus ce probleme obtenu est fortement non-
linéaire, ce qui rend leur résolution complexe. Cependant, en considérant V¢ x Qf x X® = H} (Q) X

L3 () X (L2 QmnH (Q’g”)), pour tout € > 0, toutes les intégrales sont bien définies.

Hsym
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Formellement, la formulation faible du probleme d’interphase (10.6) consiste a cher-
cher le triplet (@°, %, T%) € V& x Q° x X® tel que::

de (ﬁg, ~) + bg (ﬁg,V) + Ce (ie, V) - lg (‘7) ’ VV S V£’
be (7, 0°) =0, V4 € QF, (10.7)
2us,ce (0°,0°) —de (05, 75%5,6) =0, V& e XE

ott la forme bilinéaire 4, (-, -) est composée des intégrales, similaires a celles du probleme
de Stokes sur (), i = in, ex. Cependant, la forme bilinéaire b, (-, -) correspond a celle du
probléme de Stokes. On écrit :

a; (u,v) = / uVu:Vvdw,
QIHUQEX

be (p,v) = — Z /pdwv dw.

i= mmex

On définit la forme linéaire I.(-) comme suit :

/f vdw+/g Vd'y—|-/g

rl‘Vl rFX

La forme linéaire ¢, (-, -) et les formes non-linéaires spécifiques au modele de Giesekus
sur ()" sont définies par :

ce (T, v) = /1 :D(v) dw,

m
O

dg(u,gg):/\fﬂ/u-VIdw—Afﬂ/ <fVuT—i—Vu1) codw,

Qr oy
di(gg):/r odw,
ay
/\8
2z o) =30 [(xx):cdw
2 J,

avec

de(w,T7,0) =d (0, T0) +d} (T.o) +d (v, T 0).

Les formes a,, b, et ¢, sont bilinéaires. La forme d. contient une forme bilinéaire d;} et
deux formes non-linéaires d? et d? par rapport a u et par rapport a T.
Afin de simplifier la présentation, pour tout vecteur u = (u1,up) et tout tenseur du

second ordre T = ( Iij) , nous introduisons les notations suivantes :
1<ij<2
Ju; Ju

ui==—, u;=— E)T:BT:<T-~> BT:E)T:(T--)
Uoxt T oxy 12702 = i) e’ P25 7 =T 2 ) g
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Dans la suite, nous utilisons la définition du gradient d'un vecteur u :

Uil Uip
Vu= .
Uz U2

Remarque 10.2.2. Il existe une autre définition du gradient, généralement employée par les phy-

siciens :
U1 U1
Vu = .
Uiz U2
Dans ce cas la, les transposées dans les formules n’auront pas la méme position.

Nous nous intéressons maintenant a 'approche asymptotique du probleme (10.6), en
suivant la méme stratégie que celle développée pour le probléme de Stokes. Pour plus de
détails, nous renvoyons le lecteur au chapitre 8.

On traite dans la suite le cas d’interface droite I' = [0; 1] et d’épaisseur constante. On
pose :

Qi :]0;1[><]—1—§,-—§[,
-
QO =]0;1[x] - 57 5[’
& &

On rappelle ici les changements de variables vus dans le chapitre 6 sur chaque sous
domaine :

. —1
Qs =x, l:y—l—‘g2 ,
Qs =x, l:z,

€

. ~1

Qs =x, l:y—s2 .

Avec ce changement de variables, les opérateurs restent invariants dans ()" et ()°*.
Cependant, nous avons les nouvelles définitions de ces quantités dans le domaine ()" :

050 = 0,0, 0;v=¢dy0, dxdy = edsdl.

De plus, le domaine (), est transformé en Q) =|0,; 1[x] — % ; %[, domaine qui ne dépend
plus du parametre ¢ tel que

Q" —]0; 1[x] — 2 [, Q" =]0; 1[x] —

i L Q% =J0; 1]x)

7 7

N[ —
N =
N[ —
NI W

etTi, i = in,ex deviennent I, i = in, ex, voir Fig. 6.2 du chapitre 6.
On introduit une nouvelle pression sur (2™

p = ep.
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On a alors :

a (4, ¥) =a(w,v)= Y [ pVu:Vvdsdl,

i=in,ex ;

be (5,9) = b (pv) + o (p,v),

- X / pdivv dsdl — / p0; dsdl,

i= ll’l ex

bo (p,v) = — / pay02 dsdl,

in
L (%) = 1 (v) + ¢lo (v)
— /f vdsdl+/g vd'y—i—/g vdv—ke/fm v dsdl.
FL’X

i=in, ex ) i A

On peut remarquer que les formes bilinéaires a (+,-), b (-,-) et by (-, -) correspondent
au probleme de Stokes.
I1 est utile de noter que

1

€ €

s 2Hu
qu — 7

€ - E

u2,s € uZ,l
1 1

€ € €

Uy g 5(”z,s + g“u)
D(u’) = /
1

1/,,¢ 1,¢ €
2 (U35 + cuy)) ey

€

1 1
€€ e €€ e E
U Tis T 5Ty T T [Ty

1 1
€ ) & € € ) € €
UTis TS HaTp) WTyp) T [Ty
Ut Tt _i_lue e ué Tt _i_lue e
11Tt ST Hs T T 8 T
Vuitt = ,
u& TS _}_luf Tg ug Tg +1M£ TS
25T T S Ty Upn T+ g T
us Tﬁ + lug TE us Tﬁ + lug TE
LT T o, T U T+ Jig T
€ e\T
T(Vu') =

1 1
€ € € s € € € s
Uy Tip + 5“1,1 Ty UpsTipt g“z,z T

Avec les notations précédentes et avec le changement de tenseur des contraintes sur
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le domaine )™
T =c¢7,

on obtient par un calcul simple, les formes associées au modele de Giesekus :

1
(T, V) =c(%,v)+ ECO (T,v),
1
avec

c(t,v) = / (#1015 + T1p025) dsdl,
QWI

co (T, v) = /(ilzvu + 25y0,) dsdl,
Qm

dut,t,0)= /i:gdxdy+ A /(i-i) codsdl + Ay, / U101 % : odsdl

QWI Zmem Q?’H

_ A U1 Uzs us 0\ .\ .
Am <T< 0 0 ) + ( e 0 >T) s odsdl,
om

A A . . 0 0 0 "
do (u,4:4,0) = Am(ﬁ uady : o dsdl — Amnl (r( R ) T ( i )r) o dsd.

On définit les espaces suivants :
V = {V — (Vin,Vm,Vex) c Hl(Qin) % Hl(Qm) % Hl(Qex);

v = v" sur ', v = v" sur T* et v = 0 sur 80} = Hy(Q),

oN

L5 (),

=L, (Q")nH (Q™).

Ssym

Q
X

Par conséquent, le probleme (10.7) se met sous la forme suivante :
V(u,p5, ) € VX Qx X

1
(6, v) + b (p5,v) + ¢ (£,v) +  (bo (p5,V) + o (£,V) =1, (v), WeV,
1
b(g,u*) + “bo (q,u’) =0, Vg eQ,
2ume (o, u®) —d (v, 575, 0) + % (2umeo (o, u®) —dp (ué, 5 %5, 0)) =0, Vo € X.
(10.8)

Nous nous limiterons dans ce chapitre a exposer formellement les passages a la limite
lorsque ¢ tend vers 0. Pour ce faire, nous utiliserons quelques résultats du chapitre 8.

10.3 Passage formel a la limite

Il s’agit ici d’écrire la formulation faible lorsque le parametre e (I'épaisseur de la mem-
brane) tend vers 0.
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On introduit les espaces suivants pour définir les limites du triplet (u®, p*, T°) :

Vo = {wEV : ojw = 0 dans Qm},

Qo = {p €Q : p=p(s) dans Q’”},

Xy = {TEX :9t=0 dans()m}.

Le triplet (u’, p°, 7°) estindépendant de I dans le domaine ()™. On introduit mainte-
nant les nouvelles inconnues de la pression et du tenseur des contraintes visqueuses sur
am:

1/2 1/2
p*E(s) = / pe(s, 1) dl,  T;7%(s) = / (s, 1) dl.
-1/2 -1/2

Afin de trouver le probléme au limite, on admet que :

— u® converge (fortement) dans V vers u’ € V.

— p** converge dans Q vers p¥ € Q.

— 1 converge dans X vers e Xo -

Pour des fonctions f et g suffisamment régulieres, le passage a la limite dans la forme
linéaire I, (-) ne pose aucun probléme. On obtient

lim I (v) = I(v /fvdsdl+/g vd'y—i—/g
e—0 i=in,ex () Lin Fex

De méme, les formes bilinéaires définies sur les domaines Q" et Q% ne posent aucun
probléeme.

A Taide des égalités (10.5), le passage formel a la limite lorsque ¢ tend vers 0 conduit
a:

1
lim <b (pf,v) + =bo (pg,v)> =b(p’v) = /podlvv—/poa vy ds,
e—0 S ; §3x~,
. 1 .
lim (c (Tf,v) + =co (rg,v)> =c( / 9011 + 10001) ds,
e—0 €
r
1
lim <d (0, 2575, 0) 4+ —do (u’, 255 ’rg,cf)> =d (%7 0)
e—0 s
avec
d(u, %70 0) = /10 ods + 2);”/(10-70) :gds+)\m/u?811°:gds
m
r r r

0 0 0
_ o "i1 Uz uj; 0 0) .
[ (2 (55 ) () o)) e

Le probleme limite s’écrit sous la forme faible suivante : trouver (u’, p°, %) € Vo x
Qo x X, tels que

a(ul,v)+b(p’v)+c(zv) =I(v), Vv € V,
b (qr uO) =0, vq € Qo, (10.9)
2umer (o, u°) —d (7%, 0) =0, Vo € X,.
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10.4 Interprétation du modeéle asymptotique comme probléme
aux limites

On peut réinterpréter le probleme variationnel (10.9) en termes d’équations aux déri-
vées partielles en intégrant par parties dans les domaines Q" et QO et sur T

On identifie 'interface I' a la courbe moyenne T®* = T'" = T pour séparer les sous-
domaines Q" et O)°*. La vitesse u” et la pression p® appartiennent respectivement aux
espaces :

W:{VGH})(Q) : V|r€H(1)(F)}r

K= {p = (p™, pb, p®) € L2(Q") x L*(T') x L*(QF); / pdsdl +/prds = 0}.
QinJQex T
On utilise la deuxiéme équation de (10.9) avec g = p' € L?(T), on obtient :

ud =0. (10.10)

A l'aide de I'intégration par parties dans la premiére équation de (10.9), il vient que

T 0
-p +T in
[(ZWuO—POI)-n}‘aS< o ) =g"+8" =g
T2
[u’] = 0.

Une intégration par parties dans la troisieme équation de (10.9) donne :
TO+/\mTO'TO—/\mug1< ?) 7(1)01 >:2ym< (0) ”8'1>.
A\ T 21T Uz 0
Par conséquent, le probleme modele asymptotique s’écrit :
—uAa® +Vp? = f dans Q" U Q%,
divu® = 0 dans Q" U QF¥, (10.11)
W =0 sur 0Q),

auquel on rajoute les conditions de transmission non standard sur l'interface I' :

[u’] =0, (10.12)
ud =0, (10.13)
r 0
—-p +T
[(2uVu’ — p1) - n] — 0 ( oo ) =g (10.14)
L)
A 0o 0 u
0 m __0 0 0 =11 2,1
T+ — A =2 : (10.15)
2Hm e < T 27 ) h ( uy; 0 )

Dans les futurs travaux, nous nous intéresserons a développer une méthode numé-
rique de type NXFEM, stable et consistante pour le probleme asymptotique (10.11). Nous
écrirons la formulation variationnelle pour notre probleme en considérant les éléments
finis P! pour la vitesse u et P? pour la pression p et le tenseur des contraintes .
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Conclusions et perspectives

Les méthodes d’éléments finis (conformes ou non-conformes) développées dans cette
thése sont basées sur la méthode NXFEM, qui impose avec précision des conditions de
transmission a travers une interface. L'apport de ce travail consiste principalement en
trois points :

— le développement de la méthode NXFEM pour des éléments finis non-conformes
sur des maillages triangulaires pour les problemes de Darcy et de Stokes avec
interface.

— La modélisation asymptotique des problémes d’interphase.

— La méthode NXFEM pour des problemes d’interface avec des conditions de trans-
mission non-standard.

La méthode NXFEM permet de doubler les degrés de liberté sur toutes les cellules qui
sont traversées par l'interface et de recoller les morceaux via une formulation variation-
nelle inspirée de la méthode de Nitsche. Son principal avantage réside dans le fait que le
maillage n’est pas aligné avec l'interface, et que I'implémentation est facile par rapport
aux autres méthodes.

Dans la premiere partie, nous avons d’abord développé la méthode NXFEM pour des
éléments finis non-conformes, et ce aussi bien pour un probleme d’interface elliptique
que pour un probleme de Stokes. Pour cela, nous avons proposé deux variantes : la pre-
miere consiste a modifier les fonctions de base sur les triangles coupés par l'interface et
a conserver les fonctions classiques de Crouzeix-Raviart sur les cellules non-coupées. La
deuxiéme est consacrée au rajout de termes de stabilisation (similaires a ceux de la mé-
thode de Galerkin discontinue) sur les arétes coupées par l'interface, et au maintien de
'espace classique de Crouzeix-Raviart. Nous avons prouvé que les deux formulations va-
riationnelles sont stables et consistantes et étudié les estimations d’erreur a priori. Ensuite,
nous avons étendu ces deux approches au probleme d’interface dans un milieu gouverné
par les équations de Stokes. La premiere variante ne nécessite pas de termes de stabilisa-
tion pour que la formulation variationnelle vérifie le condition inf-sup de Babuska-Brezzi.
Cependant, la deuxiéme variante nécessite de nouveaux termes de stabilisation sur les
arétes coupées, avec des moyennes pondérées pour la pression et la vitesse. Pour les
deux variantes, nous avons prouvé que les estimations d’erreur a priori sont d’ordre opti-
mal. Enfin, nous avons fait plusieurs tests numériques des deux variantes sur différents
problémes dans le cas ol I'interface est droite ou courbe. Nos approches ont été testées
et validées par comparaison avec les résultats de la littérature sur des problemes tests.
Nous avons implémenté les deux variantes pour le probleme de Darcy dans la librairie
C++ CONCHA. Nous avons aussi implémenté la premiére variante pour les équations
de Stokes.
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Dans la deuxieme partie, nous avons traité la modélisation asymptotique des pro-
blemes d’interphase pour le probléme de type Darcy et pour les équations de Stokes.
Nous avons justifié le passage a la limite dans la formulation variationnelle pour obtenir
le probleme limite avec des conditions de transmission non-standard. Pour le cas ellip-
tique, le passage a la limite se fait de maniére standard. Néanmoins, le cas du probléme
de Stokes nécessite une condition inf-sup sur des espaces noyaux, qui est un point tech-
nique. Ensuite, nous avons adapté la méthode NXFEM a ce modele asymptotique, dans le
cas elliptique. Enfin, des tests numériques sont présentés pour validé la méthode NXFEM
pour le modeéle limite de Darcy.

Dans la troisieme partie, nous avons proposé de modéliser la membrane du globule
rouge par un fluide non-newtonien (Giesekus) et l'intérieur du globule par un fluide
newtonien (Stokes). Apres avoir justifié le choix du modéle de Giesekus (cf . chapitre 9),
nous avons écrit le probleme faible et nous avons passé formellement a la limite pour
décrire le probleme asymptotique.

Perspectives

Ce rapport ne prétend pas étre complet pour résoudre tous les problemes d’interface
tels que l'interaction fluide-fluide ou l'interaction fluide-structure. Les pistes suivantes
pourraient également étre explorées a l'avenir pour compléter et améliorer ce travail,
ainsi que d’augmenter le potentiel d’utilisation de la méthode NXFEM dans le cadre de
cette étude.

A court terme, je pense naturellement compléter les simulations numériques pour le
probléme de Stokes (notamment, de finir I'implémentation de la deuxiéme méthode) et
améliorer le développement théorique dans le cas o &« — 0 (voir la robustesse des
méthodes non-conformes cf . chapitre 2). J'envisage aussi de considérer des éléments
finis non-conformes de Rannacher-Turek sur des rectangles, afin d’adapter la méthode
développée dans la premiere partie au cas des maillages en quadrilatéres.

Je souhaiterais également améliorer le développement théorique de ’estimation d’in-
terpolation du modele asymptotique pour le cas elliptique, en particulier en ce qui concerne
lI'interpolation le long de I'interface.

Un autre point qui viendrait compléter ce travail est le développement d'une mé-
thode numérique basée sur NXFEM pour le probléme modélisant la membrane fine par
les équations de Stokes( cf. chapitre 9). J"aimerais aussi me pencher sur I’analyse asymp-
totique du modele de Giesekus et en particulier sur I’étude numérique (cf. chapitre 10).

Une autre perspective concerne 'adaptation de maillage par 1'intermédiaire des esti-
mations a posteriori. Ceci, en effet, permettra de réduire les temps de calcul et d’améliorer
la précision des résultats numériques.

A moyen terme, il serait utile d’un point de vue pratique d’étudier 'approche asymp-
totique des modeles de Darcy et Stokes avec une couche mince en trois dimensions. J'ai-
merais également modéliser la couche mince par les équations de Darcy et coupler avec
un milieu fluide; des applications en ingénierie pétroliere seraient alors envisageables
telles que la modélisation et le couplage puits et réservoir.

Enfin, a plus long terme, je souhaiterais traiter des interfaces mobiles. On les re-
trouve dans les problemes de surface libre (air-eau), en hémodynamique, en propagation
d’ondes, dans les progressions de failles au sein d"un milieu (fissuration du béton), dans
les déformations ou les déplacements d’objets.



Annexe A

Rappels utiles d’analyse fonctionnelle

A1 Opérateurs différentiels

Cette section a pour but de rappeler les définitions des opérateurs différentiels utilisés
dans ce manuscrit.

Pour une dimension N, on considére un vecteur u = (uq,up,- -, u N)T de RN et une
normale unitaire n = (ny,ny, - - -, nN)T. Nous avons :

d d
i G LR
: Nazu . Naui
Au = div (Vu) _,-221@’ dlvu_v.u_iﬁaixi‘

Au chapitre 9, nous avons utilisé des notations tensorielles. Pour tout vecteur
v = (v1,02), on définit le tenseur d’ordre 2 :

a’()l a’l)l

_ | 9m 9w
ZV— 802 avz

x;  Oxy

Le produit de deux tenseurs d’ordre 2, T = (7T;j)1<ij<2 et & = (¢j)1<i <2, est noté par :

2
Tio= ) To
ij=1

Nous avons introduit aussi 1’opérateur suivant :

8111 8712

o dxq dx>
vVor= 0Ty |, dT»
dxq dx>

A.2 Espaces de Sobolev et normes induites

Nous rappelons ici les espaces et les normes induites que nous avons utilisés dans ce
rapport. Pour plus de détails le lecteur pourra consulter Adams [1] ou Lions et Magenes
[90].
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Soit Q) un ouvert connexe de R? de frontiere réguliere dQ). On note L?(Q}), I'espace
des fonctions a carré sommable et par || - |0 sa norme induite par le produit scalaire
usuel :

(,9)00 = /uvdﬂ.

Q

Soit D'(Q)) I'espace des distributions sur Q). Pour tout m € IN*, H"(Q)) désigne 'espace
de Sobolev d’ordre m :

H"(Q) = {U € D'(Q) : D*v € L?(Q) pour |a| = Z(x, < m}

ott D" est la dérivée partielle (au sens des distributions) d’ordre &« = (a1, -+ ,ay) € N
dewv:

d
=9]" -9} aveco; = o

H™(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme :
1/2
[ollma = ( ) ||D“U||5,Q> :
|| <m

On définit aussi la semi-norme de Sobolev d’ordre m :

172
|0|ma = ( ) HD“UHOQ> -

|a|=

On introduit 1’espace des fonctions de carré intégrable, a moyenne nulle sur (2

13(Q) = {fe 12(Q) /fdx:O}

(9]

et ’espace usuel
H}(O) = {v € H'(Q) : v =0 sur GQ}.
On introduit aussi 'espace de traces suivant :
HY2(00) = {U € L2(0Q) : Jv € H(Q), v = g sur BQ}

muni de la norme :

181200 = _inf llellvo,
v:gsuraﬁ
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A.3 Théoréemes de trace

Soit () un ouvert borné de R" de frontiere I de classe C! par morceaux.

Définition A.3.1. Pour une fonction v € C°(Q), la trace de v sur T est définie par :

y(v):T — R
x — o(x).

En d’autres termes, y(v) = v|.. On introduit alors I'application trace :
v :C%(Q) — C%(T)
v 7(0)

qui est une application linéaire. A une fonction définie sur un ouvert (), elle associe sa restriction
au bord de I'ouvert.

Une fonction qui est dans H!(Q) n’est pas forcément continue. On peut cependant
définir la trace sur I' d’une fonction de H'(Q)). On a le résultat suivant :

Théoreme A.3.1. Il existe une application linéaire et continue :
v :HY Q) — L*(T)

v +— y(v)

vérifiant Yo € HY(Q) N C(Q), y(v) = 0\, Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute
fonctionv € HY(Q)), ona
17 (@)llor < Cllv[l0-

De plus, nous avons la caractérisation suivante
Hy(Q) ={v € H'(Q), 7(v) =0}
L'application trace est surjective continue sur H'/2(T') = Im-y et nous avons donc
vo € H'(Q), [[7(@)ll/2r < llolho.

Comme H'/2(3Q)) C L2(3Q)), on peut définir facilement la trace partielle de v € H'(Q) sur une
partie T C 0Q), en prenant la restriction a I de y(v). On introduit I'espace

HYXT) = {p € (1) : Jo e HY(Q), o, =9, o, , =0},
que I'on muni de la norme hilbertienne :

HQDHH&{Z(U = veg}I(:Q) HUHLQ-

v =@,0v
Ir=%"laa~r)
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Approximation par la méthode NXFEM des problémes d’interface et d’interphase en
mécanique des fluides

La modélisation et la simulation numérique des interfaces sont au cceur de nombreuses applications en
mécanique des fluides et des solides, telles que la biologie cellulaire (déformation des globules rouges dans
le sang), l'ingénierie pétroliére et la sismique (modélisation de réservoirs, présence de failles, propagation
des ondes), l'aérospatiale (probleme de rupture, de chocs) ou encore le génie civil. Cette these porte sur
I'approximation des probléemes d’interface et d’interphase en mécanique des fluides par la méthode NXFEM,
qui permet de prendre en compte de fagon précise une discontinuité non alignée avec le maillage.

Nous nous sommes d’abord intéressés au développement de la méthode NXFEM pour des éléments
finis non-conformes pour prendre en compte une interface séparant deux milieux. Nous avons proposé deux
approches pour les équations de Darcy et de Stokes. La premiére consiste a modifier les fonctions de base de
Crouzeix-Raviart sur les cellules coupées et la deuxiéme consiste & rajouter des termes de stabilisation sur
les arétes coupées. Les résultats théoriques obtenus ont été ensuite validés numériquement.

Par la suite, nous avons étudié la modélisation asymptotique et I’approximation numérique des pro-
blemes d’interphase, faisant apparaitre une couche mince. Nous avons considéré d’abord les équations de
Darcy en présence d’une faille et, en passant a la limite dans la formulation faible, nous avons obtenu un mo-
dele asymptotique ot la faille est décrite par une interface, avec des conditions de transmission adéquates.
Pour ce probleme limite, nous avons développé une méthode numérique basée sur NXFEM avec éléments
finis conformes, consistante et stable. Des tests numériques, incluant une comparaison avec la littérature,
ont été réalisés. La modélisation asymptotique a été étendue aux équations de Stokes, pour lesquelles nous
avons justifié le modele limite obtenu.

Enfin, nous nous sommes intéressés a la modélisation de la membrane d'un globule rouge par un fluide
non-newtonien viscoélastique de Giesekus, afin d’appréhender la rhéologie du sang. Pour un probleme d’in-
terphase composé de deux fluides newtoniens (I'extérieur et 1'intérieur du globule) et d"un liquide de Giese-
kus (la membrane du globule), nous avons dérivé formellement le probléme limite, dans lequel les équations
dans la membrane sont remplacées par des conditions de transmission sur une interface.

Mots-clés : interface ; NXFEM ; équations de Darcy/Stokes ; éléments finis non-conformes ; analyse d’er-

reur a priori; modélisation de couche mince ; conditions de transmission non-standard ; globule rouge.

Approximation by NXFEM method of interphase and interface problems in fluid
mechanics

Numerical modelling and simulation of interfaces in fluid and solid mechanics are at the heart of many
applications, such as cell biology (deformation of red blood cells), petroleum engineering and seismic (re-
servoir modelling, presence of faults, wave propagation), aerospace and civil engineering etc. This thesis
focuses on the approximation of interface and interphase problems in fluid mechanics by means of the NX-
FEM method, which takes into account discontinuities on non-aligned meshes.

We have first focused on the development of NXFEM for nonconforming finite elements in order to take
into account the interface between two media. Two approaches have been proposed, for Darcy and Stokes
equations. The first approach consists in modifying the basis functions of Crouzeix-Raviart on the cut cells
and the second approach consists in adding some stabilization terms on each part of a cut edge. We have
studied them from a theoretical and a numerical point of view.

Then we have studied the asymptotic modelling and numerical approximation of interphase problems,
involving a thin layer between two media. We have first considered the Darcy equations in the presence of a
highly permeable fracture. By passing to the limit in the weak formulation, we have obtained an asymptotic
model where the 2D fracture is described by an interface with adequate transmission conditions. A nume-
rical method based on NXFEM with conforming finite elements has been developed for this limit problem,
and its consistency and uniform stability have been proved. Numerical tests including a comparison with
the literature have been presented. The asymptotic modelling has been finally extended to Stokes equations,
for which we have justified the limit problem.

Finally, we have considered the mechanical behaviour of red blood cells in order to better understand
blood rheology. The last part of the thesis is devoted to the modelling of the membrane of a red blood
cell by a non-Newtonian viscoelastic liquid, described by the Giesekus model. For an interphase problem
composed of two Newtonian fluids (the exterior and the interior of the red blood cell) and a Giesekus liquid
(the membrane), we formally derived the limit problem where the equations in the membrane are replaced
by transmission conditions on an interface.

Keywords : interface ; NXFEM ; Darcy/Stokes equations ; nonconforming finite elements; a priori error
analysis ; thin layer modelling ; non-standard transmission conditions ; red blood cells.
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