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Outline d’exposé

@ Chapitre 1 : Intégration numérique
Méthode rectangle

Méthode du point milieu

Méthode de trapeze

Méthode de Simpson

Mise en application en TP par Python

@ Chapitre 2 : Introduction a la résolution d’EDO
® Méthode d’Euler
® Méthode de Range-Kutta
® Mise en application en TP par Python

© Chapitre 3 : Simulation de variables aléatoires

® (Génération des variables suivant la fonction densité

® Simulation des variables aléatoires par la fonction inverse
® Simulation de la loi normale

® Simulation du mouvement Brownien

@ Chapitre 4 : Algébre linéaire et résolution des systémes linéaires

® Multiplication de matrice par vecteur
® Méthode du Pivot de Gauss
® Mise en application en TP par Python




Chapitre 1 : Intégration numeérique )

@ Introduction et motivations
@ Intégration par quadratique simple (Rectangle, Point milieu, Trapéze, Simpson)
© Méthodes composites




Dérivation et intégration numériques

Dérivation et intégration numériques

Différentier : préciser la vitesse a laquelle une Intégrer : calculer l'aire de (la surface sous la
courbe change en un certain point courbe)
de I'équation
y
y
fa
y=fx)
f®)
a b x
Xi x
Ceci revient a calculer la dérivée de f. Ceci revient a calculer

[(cl,b) (f) = fabf(x)dx.
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Introduction et position du probleme

Introduction et position du probléme

On s’intéresse a l'intégrale de la fonction continue f sur l'intervalle [a, b] :
b
I(a,b) (f) = f(x)dx
a

= Problématique :
® En pratique, on ne connait pas forcément la formule explicite de f (force source en
géophysique, tomographie sismique, ...).
® | e calcul analytique est long et trés compliqué (ex. "/ cos(x*)dx).
® | a plupart des fonctions n'admettent pas de prlmltlves pouvant s’exprimer a I'aide de
fonctions élémentaires (ex. "/2 V1 + cos x2dx).
® | a primitive de f est connue mais elle n'est pas une fonction élémentaire (ex. [ e dx)
® f n’est pas donnée par une forme explicite mais seulement par un nombre fini de points
(xi331), 0 <i <.
= Objectifs et solution au probléme :
® approcher de fagon numérique la valeur d'intégrale 1, ;) (f) (c’est-a-dire calculer
numériquement la surface a partir d’'un nombre fini d’appels a la fonction f).
® cas particulier lorsque I'on a accés a un échantillonnage régulier ou uniforme.




Intégration numérique

Applications

Calculer I'aire d’'un champ limité
par une riviére et deux routes

Calculer I'aire d’'une aile d’avion
pour simuler son profil

£ Calculer I'aire de la coupe
transversale d’une riviere pour
calculer le débit

= Calculer le volume de la conduite
pour avoir le débit volumique d’un
fluide

P
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Exemple

Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f(x) = x>
On a facilement

: 1
- 2, 1 wnn
1(0»1)(f) _A Xdx = 3 ~0.3333... @author: H.El-Otmany

import numpy as np

! import matplotlib.pyplot as plt

/ a=0
b =1.1

0s increment = 0.1

” _— X = np.arange (a,b,increment)
f = x*x%x2

plt.plot (x, f)
plt.xlabel('x")

1 plt.ylabel('f")

3 plt.axis ([0, 1, 0O, 1])
plt.fill_between (x, f)
plt.show ()




Techniques d'intégration numérique

Mise en oeuvre de l'intégration numérique

¢ Décomposition du domaine en morceaux (un intervalle en sous-intervalles contigus).
£ Intégration approchée de la fonction sur chaque morceau.

¢ Sommation des résultats numériques ainsi obtenus.

£ Utilisation de polynémes pour approcher la fonction sur chaque morceau

'
Erreur Pas autant d'erreur

a b x

Division de la courbe en parties plus petites Raffinement des subdivisions pour
minimiser 'erreur

PSL-
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Techniques d'intégration numérique

Chapitre 1 : Méthodes par quadratique simple y

@ Méthode du rectangle
@ Méthode du point milieu
© Méthode du trapéze

© Méthode de Simpson




Techniques d'intégration numérique

Méthode du rectangle

Pour approcher I'intégrale I, »)(f), on considere le rectangle (blue) dont
¢ la largeur est sur I'axe des abscisses d’extrémités (a;0) et (b;0)

la hauteur est sur I'axe des ordonnées f(a) (méthode du rectangle gauche) ou f(b)
(méthode rectangle droite).

y=f()

mun

@author: H. El-Otmany

nun

a b * def rectangleMethod(f, a, b):
A = (b-a)=*f(a)
(b—a)z 0 return A
Haty () = (b — a)f (@) + O (L527'(6)) ou

Haw(#) = (b= a)f () + 0 (L521(0)) , € € [asb])

Exemples

*I(O,I)(3) 23; >i<1(071)()62)%0;lé %; *1(071)(4\/17)(2)%47571'
— Méthode d’ordre 0, exacte pour les fonctions constantes.

'
= * erreur pour les fonctions non-constantes ? ~ Raffiner pour minimiser 'erreur |@\%
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Méthode du point milieu

Pour approcher l'intégrale 7, »)(f), on subdivise le rectangle en deux subdivisions,
c’est-a-dire on considére trois points sur I'axe des abscisses (a;0), (b;0) et (# , O)

= wun

F Qauthor: H. El-Otmany

L nwun

def midPointMethod(f, a, b):
} A = (b-a)xf((atb)/2)
a m=# b x return A
b b—a)?

Han () = 0 - a)f (42) +0 (Y551 (©) . € [asb) )
Exemples

*1<o,1)(x) ~ (1 *0)% = %? *1(0,1)(x2) ~ (1 *0)% = % # %9 *1(0,1)(4\/1 — %)~

(1—0)41/1—(%)222\57&7r.

— Méthode d’ordre 1, exacte pour les fonctions linéaires. |B .
= * erreur pour les fonctions non-linéaires ? ~- Raffiner pour minimiser I'erreur A%%

4
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Méthode du trapeze

Pour approcher l'intégrale /(, 5 (f), on considére le trapéze ou
les bases s’appuient sur les abscisses x = aetx = b
les deux c6tés sont I'axe des abscisses et le segment reliant les points (a;f(a)) et

(bsf(b)
l N @author: H. El-Otmany

def trapezeMethod(f, a, b)
A = (b-a) * (f(a)+f(b)) / 2
return A

"o

y=f

o) = 6= 0 (-0 pe)) ¢ € st J
Exemples
* 1, 1)()6) =(1-0) <021) _ %; *1(071)()62) ~ (1 70)% _ % 2

— Méthode d’ordre 1, exacte pour les fonctions linéaires. |@%
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Méthode de Simpson

Pour approcher l'intégrale 7, »)(f), on subdivise le rectangle en deux subdivisions,
c’est-a-dire on considére trois points sur I'axe des abscisses (a, 0), (b, 0) et (““’ O)

f@)

@author: Hammou El-Otmany
wnn

y

def simpsonMethod(f, a, b)
m = (atb) / 2

i A = (b-a) * (f(a) + 4+xf(m) + £(b)) / 6
a m;a:b b x return A
fla)+f +£(b) b—a)’
Iy () = (b= )# +0 (-9 1) , € € la;])

Exemples

1oy () ~ (1—0) {02 1y 12J [6=1 wlpn@VI—2) ~
(1—0) {4\/1702+4 1—%+4\/1712} =44+2V3#7

— Méthode d’ordre 2, exacte pour les fonctions quadratiques et cubiques. |&




Techniques d'intégration numérique

Bilan a retenir

Toutes les méthodes (formules) apparaissent le produit de la largeur d’intervalle
[a; b] par la moyenne pondérée des valeurs prises par f en différents points x;.

Toutes les méthodes ont une erreur sous la forme d’une puissance de b — a.

Le tableau ci-dessous récapitule le nombre de points, les poids et I'ordre de la
méthode (§ € [a; b)) :

Méthode Nombre de | poids des | Ordre | Erreur
points points

Rectangle gauche 1 (1,0,0) (h—za)2f/(£)

2
Rectangle droite 1 (0,0,1) 0 (h—a) G=a) (¢
Point Milieu 1 (0,1,0) 1 (h a) G—a) 11 gy
Trapéze 2 (%, 0, %) N _ </; u) 7
Simpson 3 (é7 . %) 3 G a) T (¢

¢ En utilisant d’autres subdivisions de l'intervalle [a; b], et d’autres coefﬂments, ce qui
conduira a autant d’autres méthodes avec leurs forces et leurs faiblesses.

¢ A la fin, nous comparerons la précision obtenue avec les méthodes de quadrature
simple.

PSL-
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Techniques d'intégration numérique

Chapitre 2 : Méthodes composites d’intégration numérique )y

@ Méthode du rectangle composite
@ Méthode du point milieu composite
@ Méthode du trapéze composite

© Méthode de Simpson composite




Méthodes composites

Principe des méthodes composites

Pour approcher I'intégrale /(, »)(f), on procéde comme suit

On approche f par des fonctions de plus en plus complexes (notamment des
polynémes d’ordre de plus en plus élevés)

On découpe l'intervalle [a; b] en n sous intervalles

On applique les méthodes d’intégration simple sur les petits intervalles.

On multiplie les méthodes par Ax = b%“ (la largeur d’intervalle)

On utilise le découpage simple dont les points d’échantillonnage régulier sont :

xi =x0 +iAx, m; =xo+ (iJr %) Axpour0 <i<n.
On retrouve bien x) = a et x, = b.

y=f




Méthodes composites

Méthode du rectangle composite

-
)
<

y=

nun

@author: H. El-Otmany

nun

t import math

Xo My Xz Xno1 Mg X x

def rectCompositeMethod(f, a, b, n)
pas = (b-a)/n

b— ‘
)+O (( ) f’({)) , liste
for 1 in range(n)

. nfl ( )2 , liste.append( f(a + ixpas))
I(a,b)(f) +O( n — (5)) )

A = pas » math.fsum(liste)
return A

I8, () = 8

€ € [a; 0]

= * erreur numérique ? ~ Raffiner pour minimiser 'erreur




Méthodes composites

Méthode du point milieu composite

2 wnn
“"\ @author: H. El-Otmany
1 wun
import math
def midPointCompositeMethod(f, a, b, n)
T pas = (b-a)/n
Xo my X, Xp-1 Mp_1%n x liste = []
for 1 in range(n)
liste.append( f(a + (i+0.5) xpas
A = pas » math.fsum(liste)
return A
Ian) () = —zf( ) +0 (L2Lr©), € € lasb)
(a,b) 24n2 ’ a;

= * erreur numérique ? ~ Raffiner pour minimiser 'erreur




Méthodes composites

Méthode du trapeze composite

~
)
<

y=

H =@ 5 2 n—1
lapy () = —— M + 5 7 ()
n

=il

+o

= * erreur numérique ?

nun

@author: H.

nun

El-Otmany
import math

def trapCompositeMethod(f, a, b, n)
pas = (b-a)/n

liste = [ f(a)/2, f(b)/2 ]

X = a + pas

for i in range(n-1) :
liste.append( f(x) )
x = x + pas

A = pas x math.fsum(liste)

return A

—a)
uf"(&)) € € [a;B]) J

12n2

~ Raffiner pour minimiser 'erreur




hode de Simpson composite

Méthodes composites

—~

X

~

S~ o

Il

>

Xo My X3 e Xp—1 Mp_1%n X

I(a,b) (f) =
b—a n—1 n—1

+f(b) +2 3 f (i) +4 Zf(m,)

i=1

el

nun

@author:

H. E1-Otmany
import math

def simpsonCompositeMethod (£,
pas = (b-a)/(2xn)

a, b, n)

liste = [

X = a + pas
for i1 in IAIJJ”(Z*H 1)
if i%2 == 1 :
liste. append(z * f(x
else :
liste.append (4 » f(x
x + pas
pas * math.fsum(liste)

))

))
X =

/3

e

(- o) |
O €€t

P

1
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Bilan et exemples d’applications

Bilan a retenir

= Toutes les méthodes (formules) apparaissent le produit de la largeur 2=4 par la
moyenne pondérée des valeurs prises par f en différents points x;.

= Toutes les méthodes ont une erreur sous la forme d’une puissance de 2=¢

: Les méthodes traitées dans ce cours sont prédéfinies dans le package
"scipy.integrate" de Python. Pour plus d’informations, consulter le lien
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/integrate.html

Exemples

@ Le tableau ci-dessous donne les valeurs du profil de température lors d’'une
expérience d’émulsion. Estimer fo(’f(x)dx en appliquant les différentes méthodes
d’intégrations avec trois sous-intervalles égaux.

x 0 1 2 8 4 5 6

f(x) | 93 | 9.0 | 83 | 65 | 23 | 7.6 | 10.5

@ Estimer I'aire de la région bornée par la courbe de y = sin(x) et I'axe des abscisses
avec x allant de 0 jusqu’a = en utilisant trois sous-intervalles égaux.

© Supposons que f4 Vxdx = 38. En utilisant les transformations, calculer

/\/dt /\/+3 /wadx /fdx |E_L

1



https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/integrate.html
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Bilan et exemples d’applications

© Le tableau ci-dessous donne les valeurs du profil de température lors d’une
expérience d'émulsion. Estimer [;*° f(x)dx en appliquant les différentes méthodes
d’intégrations avec trois sous-intervalles égaux.
x 1| 25[4|6|8]88]96| 104
flx) | 4 3 1135 6 4 7

@ Estimer I'aire de la région bornée par la courbe de y = sin(x) et I'axe des abscisses
avec x allant de 0 jusqu’a = en utilisant trois sous-intervalles égaux.

Q On considére le piston d’une voiture (voir le schéma) contenant n = 10°mol de gaz
sous une température constante 7 = 300K durant le processus. Sachant que
Vi = 1m? et V, = 5m?, estimer le travail W produit dans ce piston. On rappelle la loi
des gaz parfaits : PV = nRT ou R est la constante universelles des gaz,

R = 8.314kJ /kmol. K.

" " pSL_-
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