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Schémas pour I’équation d’advection Prof. H. EI-Otmany

Exercice n°1  Dans ce TD, on va étudier les propriétés des schémas présentés dans le chapitre sur
I’équation d’advection (EDP).

dupydu =0 V(z,t)€[0,1] x RY,
(EDP){ u(x+1,t) =u(x,t) V(z,t) € R xRT,
u(z,0) =up(z) Vzel0,1]

ou V' est un réel non nul représentant la vitesse d’un écoulement par exemple.

1 Etude du schéma implicite centré

1. Montrer que le schéma implicite centré est consistant, précis a 1’ordre 1 en temps et 2 en espace.
On reprend dans un premier temps la méme discrétisation avec h = N—H et 7 le pas de temps. On
note u} la valeur approchée de u(x;,t,) avec x; = jh ett, = n7. Le schéma implicite centré de

I’EDP s’écrit ainsi

0, n>0, 1<j<N-1

Pour montrer que ce schéma est consistant, on écrit le développement en série de Taylor en fonction

de u*! i~ u(z;,t 1) au voisinage du point (z;, t,41) = (jh, (n + 1)7) :
2 52
n_ np1 T OU 70U 2
uj =uj"t — ﬂa(iﬁj?tn-&-l) + gﬁ@wtnﬂ) +o(77),
d’ou
uT —up Ou o

- y a(%ﬁtnﬂ) 5o (), tns1) +o(T).

De méme, on a les développements en série de Taylor en fonction de u”Jrl = u(zj,t,41) au

voisinage du point (x;, t,41) = (jh, (n+ 1)7) :

y " h Ou h* 9?u h? 93u
uity =uptt + i@i( Tj, tnt1) + aw(xj,tnﬂ) RRETIE 3(%7 tn1) + o(h?),
. . h du h* 0*u h? 93u
wit) = uitt - 1 on - (@, tnga) + g@(%‘atnﬂ) 31 Or d(fm tn1) + o(R?),
d’ou
n+1 n+1 2 93
uily —uily  Ou h= 0°u 9
T = £<l’j,tn+1) + g@([ﬁj,tn_ﬂ) + O(h )
En reportant ces développements dans 1’équation aux différences finies, il vient que
't — uH —ut ou 7 0%u
J iy oyt Uty LT (xit
T 2h gt @ 1) = 5 g (T bot)

ou h? 93u
+0 (Getosntuan) + g iCastna)) o 410),



Del’ equatlon ; + Vau = 0, il vient que

Tam—ri 't — ! T 0% h? &3u
LA Sl & R R A

T 2h 2 0 (@ tass) + o7 + 1),

On peut donc écrire I’erreur de troncature sous la forme

2 2 53
n  TO% h= 0°u

Ej - 2 12 (xjv n+1) +V— 6 Or3

Pour obtenir la condition permettant d’annuler les premiers termes dans la relation précédente, qui
font intervenir les dérivées d’ordre supérieur 2 atQ 4 et 2% on dérive I EDPa” Vg—g = (0 par rapport

= (25, b)) + o(7 + h2).

ox 973 °
at et on permute les dérivées en tet x (Ici V' est une constante) :
Fu_ ;0w 0 (0u) 00
ot? otox Ox \ Ot ox?

En utilisant le fait que u solution de I’EDP satisfait certaines conditions de régularités, alors il

existe une constante C' := max ( sup 12 (%2 41,5 sup |2 dxg > telle que

n 2
|ET| < C(r + h?).

Par passage a la limite 7 — 0 et h — 0, I’erreur de troncature tend vers 0. Le schéma numérique
est ainsi consistant a I’EDP et I’erreur de troncature est d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace
(Ierreur est en o(T + h?).)

. Montrer que le schéma centré implicite est inconditionnellement stable en norme L2.
On utilise la transformée de Fourier définie par :

7 1 —iéx
f(f)—\/%/Rf(l‘)e “dx

qui permet de retrouver facilement le résultat de stabilité du schéma numérique en calculant
I’énergie du systeme a chaque pas de temps.

On multiplie le schéma numérique par e~** et on intégre sur [0, 1] pour obtenir la transformée de
Fourier en espace uniquement :

Lo+l _gmn 1t u n+l
I Temiegpy |yt IRl migege — ), (1)
0 T 0 2h

En notant v}, , = u(x; + h) (ou u est une fonction périodique de période 1), les coefficients de
W,
J+1

1 1+h 1
() = [ atayme s = [ a0 Ny = [ utg)e vy = e,
0 h 0

De méme, on a @7 (§) = e~} La relation (T) se traduit donc par

ﬁn+1<§) ﬁ?(é) eighﬁ?+1 _ e—z‘&ha;&l B
+V =0
T 2h




-
Posons o« = Vﬁ’ on a donc

i&h —iéh)
€ € An+1 An
<1+a2>u —uj—(),

(1 +iasin(h)) @] ot —a; =0,
1

sl _ n Yy
i 1+ io 81n(§h)u = gla, Eh)i

Rappel : On rappelle qu'un schéma numérique est stable au sens de Von Neumann si et seulement
si pour tout £ € R, le coefficient d’amplification g(-, -) vérifie |g(c, Eh)| < 1.

On rappelle aussi 1’égalité Parseval sur [0, 1] qui donne la conservation de I’énergie par transformée

de Fourier :
e = | W@Pds = [ )P

Comme 1’énergie d’un systeme libre (pas de source de chaleur) ne pouvant pas croitre, donc
I’énergie ne peut que baisser avec le temps, on a ainsi

1 1
[ wrt@pdss [P,
0 0
/mH )2 < /\ 2)[d.

Ceci est vérifié si le coefficient d’amplification du schéma numérique |g(«,&h)| =
1
M
1+ ZVE sin(&h)
nellement stable car il n’y a pas de condition de stabilité sur le pas de temps 7. Mais 7 doit €tre en
accord avec le phénomene étudié.

ou de maniere équivalente :

< 1. Par conséquent, le schéma pour 1’équation d’advection est incondition-

. Exprimer matriciellement le schéma implicite centré pour I’équation d’advection.
On rappelle le schéma implicite centré pour I’équation d’advection

n+l u™ n+1 n+1

j iy vy =L —0, n>0, 1<j<N-1
T 2h

7- 7 7, . . .
Posons o« = VE, Ce schéma s’écrit ainsi

_g n+1 + n+1 g n+l _  n
— Pourj = 1,onau} = —2uf™ +uft + 2ut = uft + 102‘ up™ — 2uth
s n n+1 n+1 a n+1 __ n—+ @ n+l n+1
— Pour j = N,onauy, = —Suy"; +uy + SuN = Suj SUN_] tun .

— Pour2<j < N—1lonau} ——fu"“—l—u"“—l—‘;u;‘ﬁ



Par conséquent, on a une formulation matricielle M (a)U™" = U™ ol

L 0
—2 1 2 9 0
0 -2 1 et

Ma) = 2 2

() . . 0
0 0 e 1 g
2 0 0 -5 1]

2 Etude du schéma de Lax-Friedrichs

1. Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs, pour 1’équation de I’advection, est stable en norme L2
sous la condition CFL : |V |1 < h.
La schéma explicite de Lax-Friedrichs pour 1’équation d’advection (EDP) s’écrit

2ultt —n, —u wl g —
J ol ol oyt 9l g0 >0, 1<j<N-1
27 2h
En utilisant la méme démarche du paragraphe précédent (stabilité de Von Neumann), on a
2@?“(@ — eifhﬂ? 7 e‘ighﬁ? h Veish@? — e_ifha? 0
27 2h

an i —i T —i an
20571(8) = [e th gk Vﬁ(e h e gh)] ]

2a71(€) = |2cos(€h) — 20V 7 sin(éh)| a7

"t (€) = {cos(fh) — Z'V% Sin(fh)} i

J

.
Posons o« = VE’ ona

lg(a, ER)| = \/COSQ(fh) + a2 sin*(Eh).

Le schéma est ainsi stable si et seulement si |g(c,¢h)] < 1 <= |a] < 1 < |V|7 < h. Par
contre, si |a| > 1, alors le schéma est instable car on peut avoir |g(c,&h)| = |a| > 1 pour au
moins {h = 7.

2. Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs vérifie le PMD sous CFL : |V|T < h.

On réécrit le schéma de Lax-Friedrichs pour I’équation d’advection avec o = Vﬁ :

ﬂ+1—1+auﬂ 1_Qu”
J - 2 j—1 2 J+1

U n=>01<7<N—-1.

Sila] <1,ona HT"‘ >0et 1’70‘ > 0. Alors, u}”l est une combinaison convexe de ul g etul,q, (
car HTQ + HTQ =1).
n

Si pour tout 7, il existe m et M tels que m < uf < M, alors on a aussi

Vi, m<uftt <M.



Et de proche en proche, on arrivera au principe du maximum discret

Vj,¥n, min(u)) < ul < max(u)).

Ainsi, le schéma est inconditionnellement stable en norme L°°.

3. Exprimer matriciellement ce schéma
T 7 . . . 7 9z . ) . s 2 . . .
Posons o = Vﬁ' Le schéma implicite centré pour I’équation d’advection s’€crit ainsi

ntl _ 1+a l—a ,
j 5 Wi—1 T Ty U
s n+l _ 1+o n l—a, n 1+a
— Pour j = 1, on a u +1 2 + —?2 = 7“21"" TuNl
P n +a « +a
— Pour j = N,onauly S UN 41r1+ ; UN+1—1TU1+TUN 1
; n +a, n l—a,n
— Pourje{2,--- N — 1} onauj =ul o+ S%uly .

Par conséquent, on a une formulatlon matricielle U = M Lr(a)U™ ol

0 5 0 o0 )
B2 50 0
0 He oo ke '
Mpp(a) = . 0
0 0 o loo
l—a (2)1+7a(2)
L2 2 _

3 Etude du schéma de Lax-Wendroff

1. Montrer que le schéma de Lax-Wendroff est stable en norme L? sous une condition CFL 2 explici-

ter.
La schéma explicite de Lax-Wendroff pour 1’équation d’advection (EDP) s’écrit
n+1

—yn no 2 —um 4 un
u; u]+vuj+1 ui_y Vrujl 2uf +uliyy

o 5 e =0, n>0, 1<j<N-1
-

En utilisant la méme démarche du paragraphe 1. (stabilité de Von Neumann) avec o« = V'

a?+1 _ @7} V z{h —e zéha? B V2r efiéhﬁ;z _ 2a? + eighﬂ? Ly
2h 2 h?
V2T2
l 1+ z— sin(¢h) + 2 (2 — cos(gh))] =0
ant! { 1 +iasin(€h) + o (1 — cos(€h))| 4] = 0
? {1 —iasin(€h) + o (cos(€h) — 1)} a; = g(a,Eh)ay

Supposons |a| > 1. Alors, pour b = m,0ona g(a, ) = 1 —iasin(r)+a?(cos(m)—1) = 1—2a2 <
—1 et donc le schéma est instable.



Supposons |a| < 1. Alors, on a

Avec o] < l,ona -1 < a?—-1<0,dou -1 < a?(a®—1) <0, dou |g(a,&h)] < 1. Par
conséquent, le schéma est stable.

2. Exprimer matriciellement ce schéma.
Posons o« = V%, le schéma s’écrit ainsi

o —

2
= —— 4 (1 042)%' + T Wn

J 2 J—
. 2 2_ 2_ 2
— Pourj = 1,onauf"! = teyl 4 (1 — a®)uff + 2%l = (1 — o®)ul + 5% + Sy,
S n+l _ o?+a,n 2\, n a’—a, n _ o?—a,n | &?+a,n
— Pourj = N,onauy"™ = “5%ufy_ | + (1 — o) ufy + %R = %l + Sy + (1 -
2\,,n
a®)ulR;.
. 2 2_
— Pour2 < j <N —1onauj™ =2 | + (1 —a’)u? + %ul, .
Par conséquent, on a une formulation matricielle U™ = M, (a)U™ ou
LW
M1 _ .2 a’—a . a’ta T
1 2+a : 20 0 5
[0% o a~—a
= l—a” 5 0 0
0 a’+a 1 — Oé2 a’—a :
Miw(a)=| | N . z
. .. .. .., O
.. a’+a _ 2  a?-a
20 0 . 5 1 2+a :
a”—o [0} o
| 57 0 0 = 1—a7]

4 Etude du schéma décentré amont

On se place dans le cas ou V' > 0.

1. Etudier la consistance du schéma et montrer qu’il est précis d’ordre 1 et temps et en espace.
Le schéma décentré amont (V' > 0) de I’EDP s’écrit ainsi

ntl _ u" ut —u

J o4y =l _ .
T * h

u




Pour montrer que ce schéma est consistant, on écrit le développement en série de Taylor en fonction

de u*! i~ u(z;,t,11) au voisinage du point (z;, t,41) = (jh, (n + 1)7) :
7 Ou 72 0%u

n+1 2

uj +F§(x]atn)+ 21 H12 (‘T]? )+O(T )a
d’ou
u'Tt—u? du T 0%u
J i _
- —E(ﬂf]’,t ) 28t2 (l'],t )+0(7)'

De méme, on a les développements en série de Taylor en fonction de u} :~ u(x;, t, 1) au voisinage
du point (x;,t,) = (jh,n7) :

h ou h? 0%u

ui_y =u; — 1 0x (), t0) + 57 2! Oz 2(95]7 )+0(h2)
d’ou
S = (g t) 5 @y, ta) + o(h).

En reportant ces développements dans 1’équation aux différences finies, il vient que

u?tt — ut —ul o Ou T 0% du h 0*u
j - iy - J :E(xj’tn)+28t2(xj’ )+V<3:E($]’tn)_28x2(x]’t)>+O(T+h)
Del’ equatlon S Vg—g = 0, il vient que
utt —u? u —ut . 70%u h 9*u
J = iy hJ :gﬁtQ(%’t) VQaQ(x], n) +o(r+ h).

On peut donc écrire I’erreur de troncature sous la forme

. T0%u h&*u

Pour obtenir la condition permettant d’annuler les premiers termes dans la relation précédente, qui
font intervenir les dérivées d’ordre supérieur g;; et g 2, on dérive I’ EDP V% = () par rapport
at et on permute les dérivées en tet x (Ici V' est une constante) :

Pu PPu 9 (ou) e 0%u

ot2 otoxr or\ot)]  0a2
En utilisant le fait que u solution de ’EDP satisfait certaines conditions de régularités, alors il
existe une constante C' := max (V;, %) sup ]%], telle que

|E7| < C(r+h).

Par passage a la limite 7 — 0 et h — 0, I’erreur de troncature tend vers 0. Le schéma numérique
est ainsi consistant a I’EDP et I’erreur de troncature est d’ordre 1 en temps et en espace (I’erreur
esten o(r + h).)



2. Montrer que ce schéma est stable en norme L sous la condition CFL.

Il suffit de vérifier si le principe du maximum discret est satisfait. Posons o = VE, le schéma

s’écrit ainsi

n+1 __ n n
™ = aul g + (1 —a)uj.
En utilisant la combinaison convexe des coefficients du schéma ci-dessus avec 0 < o < 1, le

principe du maximum discret est vérifi€. par conséquent, le schéma est stable en norme L si
O0<a<l.

3. Présenter une fgrmulation matricielle de ce schéma.
Posons o« = V%, le schéma s’écrit ainsi

Wit =ouf |+ (1—a)ul.
— Pourj = 1,onau/™ = aull + (1 — a)uf = (1 — a)u} + aul.
— Pour j = N,onaui™ = auyy_, + (1 — a)u.

— Pour2 < j < N—1lonauj™ =oul_; + (1 —a)ul.
Par conséquent, on a une formulation matricielle U = My(a)U™ ot

l—a O o - 0

«Q
« 11—« 0 o .- 0
0 o} l—a 0
Male) = 0 0
0 0 0
i 0 0 0 « I —a




	Etude du schéma implicite centré
	Etude du schéma de Lax-Friedrichs
	Etude du schéma de Lax-Wendroff
	Etude du schéma décentré amont

