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1
Exercice n°l  Considérons la formule de quadrature suivante /() = / f(z)dz = wy f(—a)+ws f(a)
-1

ou a €]0;1].
1. Déterminer les poids pour que cette formule de quadrature soit exacte pour les polyndomes de
R;[X]. Posons p;(z) = z'(i = 0,1) les polyndmes de la base canonique de R;[X], on écrit
ainsi

1

1
I(pg):/ dr =2 = wy + wy; I(pl):/ xdr =0 = —wia + aws.

1 1

1
Comme « €]0; 1], on obtient ainsi w; = wy = 1. Par conséquent/ f(z)dz =~ f(—a) + f(a) ou
1

a €]0;1].
2. On adopte désormais les poids déterminés a la question précédente. Quelle est la formule obtenue
lorsque o = 1? Est-elle exacte pour les polyndomes de Ry[ X ?

1

Pouraw=1,ona [ f(z)de~ f(—1)+ f(1) = J(f). Pour vérifier s’il est exacte les polyndmes
—1

d’ordre < 2, il suffit de calculer

I(Pz) = J(pQ)-

Or, I(py) = f_ll a?dx = 2 et J(py) = 14+ 1 = 2, soit I(p2) # J(p2), donc la formule J(f) n’est
pas exacte pour les polyndomes d’ordre < 2 avec o = 1.
3. Montrer que cette formule de quadrature est exacte sur Ro[.X] pour une et une seule valeur de « a
déterminer. Pour que cette formule de quadrature soit exacte sur Ro[X], il faut qu’il vérifie
1

1
](p0>:/ dr =2 = w; + ws; ](pl):/ xdx:():—wloz—i—ozwg;

1 1

1
2
I(p2) = / r2dr = 3= a’wy 4 Pwy = o (wy + wy)
-1

On obtient donc a* = %, or o €]0; 1]. Par conséquent o = % = ?

4. On adopte la valeur de o déterminée a la question précédente. La formule est-elle exacte sur
R3[X]?

I(ps)z/_l e =0;  J(ps) = <_\é§>3+ <\§>3

1

si bien que /(p3) = J(p3), donc la formule est exacte sur R3[X].

sur Ry[X]?

I(ps) =/_l v = 2 J(pi) = <_\/§>4+ <\/§>4 2

. 5 3 3 9

donc I(ps— # J(p4). Par conséquent, la formule n’est pas exacte sur Ry[X]



5. Adapter la formule obtenue a une intégrale / f(z)dz

0
On utilise le changement de variables x = %t + % pour passer de Iintervalle [0;1] a [—1;1]. E

n
effet, on pose z = at+ . Onapourz =0 =a x (—1)+ f,pourx = 1 =a x 1+ 3, donc § = %
eta = % On en déduit directement la méthode d’approximation

1 1
1 11 V3 1\ 1,(V3 1
dr = - —t+ = — —fl—+=
/Of(x)x 2/_1f<2+2> f( +2>+2f<6+2>
b
puis a une intégrale / f(z)dx
On utilise le changement de variables = = 25%¢ + “2 pour passer de I'intervalle de [a; ] a [—1; 1].

on obtient la méthode suivante

/f b—a/_llf<b;at+a—2|—b>dt
%b—alf<_(b—a)\/§+a+b>+f<(b—a)\/§+a+b>]

2 6 2 6 2

6. Exprimer la formule composite obtenue lorsque I’on subdivise I’intervalle [a;b] en n sous-
intervalles.
Soient a et b deux réels tels que a < b et une subdivision uniforme (z;)1<;<, de [a;b] de pas
h = , ¢’est-a-dire x; = a + ¢h. En utilisant le changement de variable x = z; + g(l +s), on

x;+1
peut approcher facilement / f(z)dz, i étant fixé, 0 < ¢ < n — 1. On a donc

/:H /facl —(1+4s))ds = Z[f(xi—i-g(l—?))—l—f(xi—l—g(l—i-?))]

On obtient la formule composite en utilisant la relation de Chasles pour découper I’intégrale sur
chaque intervalle

Jeomp(f) = an lf <xi+ Z(l — \f)) + f (x + g(1+ \f)ﬂ



Exercice n°2

1. Soit la formule de quadrature /(f) = /1 f(x)dx = wy f(0) + waf (o) = J(f) o v €]0; 1].
0

(a) Déterminer les poids pour que la formule soit exacte sur R;[X]. Posons p;(z) = 2’ (i = 0, 1)
les polyndmes de la base canonique de R;[X], on écrit ainsi

1 1
1
I(po):/ dr =1~ wy + we; ](pl):/ xdxzizwa
0 0

Donc wy = Tetwl—l—w2—1——: o 10; 1.
Par conséquent J(f) = 2521 £(0) + 5= f(a) avec a €]0; 1].
(b) Déterminer o pour que la methode soit exacte pour les polyndomes de degré < 2. Pour

1
. o Do 1
déterminer o, on utilise I(py) = J(py), si bien que / ridr = 3 = WX 02 + wy x .
0

Or wy = i d’apres la question (a), on en déduit que o = % Par conséquent J(f) =
2LF(0) + o5 fla) = 1£(0) + 3£ (2).

(c) Adapter la formule obtenue a un intervalle [0; h]. On utilise le changement de variables = hs
pour passer de [0; 2] a [0;1] etona

/Oh f(x)de = h/01 f(hs)ds = h Hf(()) f if (gh)]

2. Onvadans le cas de cette formule pour une intégrale / f(z)dz prouver une estimation de I’erreur
0
commise par la formule de quadrature pour une fonction f supposée de classe C® sur [0; h]. On

notera I(f) = f(z)dz, Q(f) I’approximation donnée par la formule de quadrature, et enfin

0
E(f) =1(f) = Q(f).
(a) Soit M3 = sup |f®)(x)|. Montrer que I’on peut écrire f(x) = P(z) + R(zx) avec P un
0<x<h
polyndme de degré 2, que I’on précisera et 12 une fonction vérifiant

M.
Vo € [0;h], |R(z)] < =2a°.

Comme [ est de classe C*([0;h]), pour tout z € [0;h], il existe un &, €]0; x| tel que
(développement de Taylor-Lagrange de f a I’ordre 2) :

2

F@) = 10 + 5 70) + L FP0) + L)
= FO) +270) + 5 FO0) + £ () = Pl) + R()

o P(x) = f(0) +x'(0) + 5 [®(0) et R(z) = 5 [O(&.)
(b) Majorer en fonction de M et de h les valeurs de |I(R)|, de |Q(R)|,

On a
h
/ R(z)dx
0

|E(R)|.

h
< ]\43/ 22dr = %h‘l.
0

1(R)] = : =




OnaQ(R)=h HR(O) +3R (%h)] avec R(r) = & f®(&,). On en déduit que

3
8(3h)° M,
<h O ()| < =t
Q< n |28 0| <
Comme E(R) = I(R) — Q(R), on obtient
My, My, 13M;,,
E < | —h*+ —h h
B < [1(R) + Q)| = Sont + 2t = DX

(c) En déduire une majoration de |FE(f)|.
On a par linéarit¢ E(f) = E(P) + E(R) et méme E(f) = E(R) puisque E(P) =
I(P) — Q(P) = 0 car la méthode d’intégration d’intégration numérique () est d’ordre 2, voir
la question 1.(c). On obtient

E =K < h*.
E(f)| = |B(R)| < 7
3. — Donner la formule composite pour le calcul d’une intégrale / f(z)dz associée a la formule

de quadrature élémentaire étudiée.
Soient a et b deux réels tels que a < b et une subdivision uniforme (z;);<;<, de [a; b] de pas
h = b’T“ , c’est-a-dire x; = a + th. En utilisant le changement de variable x = hs + z;, on peut

x;+1
approcher facilement / f(z)dz, i étant fixé, 0 < i < n — 1. On a donc
x;

1f(xz)—|— f( h—i—xzﬂ

x;+1 1
/x f(a:)dx:h/o f(hs +x;)ds =h 1

i

On obtient la formule composite en utilisant la relation de Chasles pour découper 1’intégrale
sur chaque intervalle

b—a

n

Qcomp

Z{ (z; +3f< h+m>}, h =

— Donner une majoration de I’erreur lorsqu’on utilise cette formule composite.
La méthode étant d’ordre n = 2, on obtient pour toute fonction f de classe C®([a;b]) :
13M3 (b - CL)5
216 nf

|E(f)] <

La méthode converge donc comme on a une convergence d’ordre 4. Autrement dit,

ﬁ s
quand on multiplie par 10 le nombre d’intervalle, on divise par 10000 I’erreur commise.

Exercice n°3  Soit une formule de quadrature élémentaire a p points. Montrer que cette formule ne
peut pas étre exacte pour tous les polyndmes de Ry,[X]. (Indication : considérer le polyndme Q(z) =



::]ﬁ

_l(x —a;)?).
Sion 1nterpole la fonction f de classe C**! par le polyndme de degré p, griace aux points d’interpolation
ap < ap < --- < ap. Pour tout = € [a; 0], il existe un 1 € [ao; a,) tel que

1

Wf(”“)(n)@(:v)

f(z) = P(x) =
o ®(z) =TIT"_o(z — a;).
Idée de la preuve : on étudie la fonction g(z) = f(z) — P(z) — (f(z) — P(2)) iég g s’annule p + 2
fois = ¢’ s’annule (p + 1) fois.

... ¢®*Y s’annule une fois en 7.
Or &PV (z) = (p+ 1)!h(x) ol d°h = p — 1 et PP (1) = 0.

Exercice n°4  Soit p un entier avec p > 1. La formule a p points définie par

= rewem L1 (22) 2

est-elle exacte sur R;[X] ? sur Ry[X]?
Remarque : La réponse a cet exercice utilise les sommes usuelles :

- (n+1 " 1)(2n+1 & 1
S 1=n D:M; Zl +)(”+); Z L)
i=1 i=1 2 6 i=1 2
Posons p;(z) = z' (i = 0, 1) les polyndmes de la base canonique de R;[X].
1. Pour montrer que .J est exacte pour les polynomes R, [X], il faut vérifier les conditions suivantes :
. D 7— 9 N
i I(po) = J(po). On al(pg) fo dv = 1et J(py) = %Elpo (pfll) =2 =1Doul(p) =
J(po).
.. 1 2 1—1 le f1-1
ii I(pl)—J(pl).OnaI(pl)—folxdx—QCtJ(pl)—;Z]h( ) _p‘z< ) =
1 1 (p(p+1) _p) _plpt
p(p— 1) plp=1)\ 2

J(p1)-
Par conséquent la formule J est exacte pour les polyndmes R, [X].

(Eindi) -

2. Pour montrer que J est exacte pour les polyndmes Ro[X], il faut vérifier la condition suivante (en
plus des conditions i. et ii. ) :

1 1 .

iii I(ps) = J(p2). On I(py) = fol 22dx = 3 et J(p2) = pzzp:po (;,:11) =
Le iy 1 P _ 1 Pl = S
p& G1) = plp— 17 & (i-17 = -2 m T AT T

L (p=Dpe-1)+1)  pRpP-1)+1)
p(p _ 1)2 6 Gp(p _ 1) . Donc ](pQ) 7£ J(pQ)'

Par conséquent, la formule .J n’est pas exacte pour les polyndmes de Ro[X].



