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Résolution numérique des équations différentielles Prof. H. EI-Otmany

Exercice n°1  Soit le probleme de Cauchy suivant :

(1) = f(ty), te L,
e 1"

ou f(t,y) = 3t +v.
1. — Montrer que la fonction f est lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable et donner une
constante de Lipschitz.
Ona |f(t,y1) — f(t,y2)| = |y1 — 2|, f est lipschitzienne par rapport a la variable y telle que
k = 1. On dit aussi que f est 1—lipschitzienne par rapport a la variable y.
Remarque : Pour montrer que f est lipschitzienne en y, vous pouvez vérifier que f est une
fonction de classe C'! et essayer de majorer la dérivée partielle par rapport a 4/ au voisinage de

Yo. Autrement dit, il suffit de calculer w =1, donc W = 1. Par conséquent, f est une
Yy Yy

fonction 1—lipschitzienne.

— Que peut-on dire sur I’existence et I’unicité du probleme (P) ?
f est continue sur / = [0; 1] et 1-lipschitzienne. Ainsi le théoréeme de Cauchy-Lipschitz nous
assure que le probleme différentiel (P) admet une unique solution yy : I — R.

2. Montrer que y(t) = 4e" — 3t — 3 est I’'unique solution de (P).

Pour que y(t) = 4e' — 3t — 3 soit I'unique solution du probleme différentiel, il faut vérifier les

conditions suivantes :

— y: I — R, définie sur I'intervalle ou le domaine de validité du probleme (P).

— y(t) = 4e' — 3t — 3 vérifie I'équation ¢/ (t) = f(t,y(t)) = 3t + y(¢). Il suffit de de calculer la
dérivée de y(t) = 4e' —3t—3 et de lacomparer a.f(t,y(t)) = 3t+y(t). Onay/(t) = 4e' —3et
f(t,y(t)) = 3t+y(t) = 3t+4e' —3t—3 = 4e" —3 = /(t). Par conséquent, y(t) = 4e’ —3t—3
vérifie I’équation donnée.

— y(t) = 4e' — 3t — 3 vérifie la condition initiale du probleme (P). Onay(0) = 4¢® —3x0—3 =
4—-3=1.

Ensuite, par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, c’est donc la seule solution de 1’équation qui peut

vérifie I’équation et la condition initiale y(0) = 1.

Remarque : toute solution sur un intervalle I qui ne vérifie pas la condition initiale y(0) n’est pas

une solution du probleme différentiel (P).

3. Ecrire le schéma d’Euler explicite a ce probleme, avec i = 0.1, puis évaluer la solution en t = 0.2.
Soit y(t,) =~ y, tel que t,, = nh. Le schéma d’Euler explicite s’écrit ainsi y,,+1 = Y + hf (tn, Yn)-
On a
— 7o = y(0.0) = 1 (condition initiale).

— y1 =y(0.1) = yo + hf(to,y0) = yo + h(3to + yo) = 1.1.

4. Ecrire le schéma d’Euler implicite a ce probleme, avec h = 0.1, puis évaluer la solution en t = 0.2.
Soit y(t,) ~ vy, tel que t, = nh. Le schéma d’Euler implicite s’écrit ainsi y,.1 = y, +
hf(tps1, Yns1). En utilisant f(¢,y) = 3t + v, il vient que y,+1 = Yn + 3tpr1h + Yni1h, donc
(1= R)Yns1 = Yn + 3tns1h = yn + 3(n + 1)h%. Par conséquent, ¥, ;1 = w sih#1.0na
— 9o = y(0.0) = 1 (condition initiale).



— y =y(0.1) = 7y0+31<0;1> = 1.1444

— gy = y(0.2) = LFBIEDNT _ 4 338

5. Ecrire la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 et donner 1’approximation de y(0.2) a I’aide d’un pas
de discrétisation numérique h = 0.1.
Soit y(t,) & yy tel que t, = nh. Posons Y41 = Yn + hf (ty + 2, 9,) 00 Gy = Y + 2 f(tn, yn).
— 9o = y(0.0) = 1 (condition initiale).
— Onafo = yo+2f(to,yo) = 1+ % (3x0+1) = 1.05, donc y1 = y(0.1) = yo+hf(to+%,90) =
1+0.1(3(x0+ %) 4 1.05) = 1.12.
— Onaf =y + 2f(ti,yn) = 112+ %3 x 0.1 + 1.12) = 1.191, donc y» = y(0.2) =
yi +hf(t+ 2, 51) = 1191+ 0.1(3(x1 + %) + 1.191) = 1.2841.
6. Comparer les solutions numériques obtenues par chaque méthode a la valeur exacte.
D’apres la solution du probleme P, on a 3(0.2) ~ 1.2856. On conclut que les erreurs relatives sont
de 0.03 pour Euler explicite, 0.04 pour Euler implicite, et 0.001 pour RK2.

Exercice n°2  Soit le probleme de Cauchy suivant :

{7 2o, ke

1. Montrer que la fonction f est lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable et donner une
constante de Lipschitz.
Posons f(t,y) = e " —2y. On a |f(t,y1) — f(t,y2)] < | — 2y1 + 242/, f est lipschitzienne par
rapport a la 2¢™ variable y telle que & = 2. On dit aussi que f est 2—lipschitzienne par rapport a la
variable y.

2. Montrer que ce probleme admet une solution unique. D’aprés la question 1, on a f est 2-
lipschitzienne par rapport a la 2é™ variable y. Or, f(t,y) = e~* — 2y est une fonction continue
car c’est la somme de fonctions continues. Donc, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le
probleme (P) admet une solution unique.

3. Montrer que y(t) = e™* est I'unique solution de ce probléme. Pour que y(t) = e~ soit I'unique
solution du probleme différentiel, il faut vérifier les conditions suivantes :
— y: I =[0;1] — R, définie sur I'intervalle ou le domaine de validité du probleme (P).
— y(t) = e~ vérifie I'équation i/ (t) = f(t,y(t)) = et — 2y(t). 1l suffit de calculer la dérivée de
y(t) = e~" et de la comparer avec f(t,y(t)) = e " —2y(t). Onay/(t) = —e et f(t,y(t)) =
“t_2y(t) = et —2et = —et = y/(¢). Par conséquent, y(t) = e~ vérifie I’équation donnée.
— y(t) = e~ vérifie la condition initiale du probléme (P). Ona y(0) = e % = 1.
Ensuite, par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, c’est donc la seule solution de 1’équation qui peut
vérifie I’équation et la condition initiale y(0) = 1.
Remarque : toute solution sur un intervalle I qui ne vérifie pas la condition initiale y(0) n’est pas
une solution du probleme différentiel (P).

4. Ecrire le schéma d’Euler explicite a ce probleme, avec h = 0.1, puis évaluer la solution en ¢t = 0.3.
Soit y(t,) = y, tel que ¢, = nh. Le schéma d’Euler explicite s’écrit ainsi y,, 11 = yn, + hf (tn, Yn)-

Ona

— 7o = y(0.0) = 1 (condition initiale).

— y1 = y(0.1) = yo + hf(to, o) = yo + h(e™" — 2yo) = 0.9.

— o = y(0.2) = yy + hf(ti,y1) = y1 + h(e ™™ — 2y;) = 0.810483741803596.
— s = y(0.3) = yo + hf(t2, y2) = ys + h(e™" — 2y5) = 0.730260068750675.



5. Ecrire le schéma d’Euler implicite 2 ce probléme, avec h = 0.1, puis évaluer la solution en ¢ = 0.2.

Soit y(t,) ~ y, tel que t, = nh. Le schéma d’Euler implicite s’écrit ainsi y,+1 = vy, +
hf(tni1,Yne1). En utilisant f(¢,y) = e™" — 2y, il vient que Yy, 1 = yn + € "h — 2y, 1h, donc
7(n+1)hh
(1+2R)Yni1 = Yn + 3tni1h = yn + 3(n + 1)h2. Par conséquent, 4,1 = Yn +1e+ o .On a
— 7o = y(0.0) = 1 (condition initiale).
Yo + 6—(0+1)hh
— 1y = y(0.1) = =/ = 0.9087364515029966.
y1 =y(0.1) r2h
yp + e Uty
— s = y(0.2) = =/ = 0.8255079390089958.
yo = y(0.2) 2
— y3 =y(0.3) = —————— = 0.749658134230973.
ys = y(0.3) o

6. Ecrire la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 et donner 1’approximation de y(0.3) a I’aide d’un pas
de discrétisation numérique h = 0.1.
Soit y(t,) = yt, tel que t,, = nh. Posons yn1 = Yn + hf (tn + %, Gn) O0 G = Yo + 2 f (tn, Yn)-
— 7o = y(0.0) = 1 (condition initiale).
— Onafo=yo+ 2f(to,yo) = 1+ % (e — 2y) = 0.95, donc y1 = y(0.1) = yo + hf(to +
%, o) = 0.9051229424500714.
— Onafy =y + 2f(t, y1) = 0.8598525191068622, donc y» = y(0.2) = y1 + hf(t1 + 4, 81) =
0.8192232362712047.
— Onafy =ya+ 2 f(ta,yo) = 0.7782374502979834, donc yz = (0.2) = yo + hf(ts + 2, 95) =
0.7414558245187486.
7. Comparer les solutions numériques obtenues par chaque méthode a la valeur exacte.
La solution du probléme P, nous donne y(0.2) ~ e 02 = (.81873075308. Par conséquent, les
erreurs relatives sont d’ordre 1072 pour les schémas d’Euler et d’ordre 8 x 10~* pour le schéma de
Runge-Kutta d’ordre 2.

Exercice n°3  Soit 1’équation différentielle du second ordre y" + ty’ + (1 — t)y = 2, considérée sur
Iintervalle I = [0; 1] assortie des conditions initiales y(0) = 0 et ¢/(0) = 0.

1. Reformuler cette équation différentielle sous la forme d’un probleme de Cauchy.

_ |yv(@) _ Y e
Posons Y (t) = ly’(t)] et F(t,Y(t)) = [2 -ty L’équation différentielle s’écrit
ainsi : Y'(t) = F(t,Y(t)) ou F (t,Y(t) = B;D = [2 ty _yQ(l B t)y1‘| avec la condition
L ~|y(0)| |0
initial Y (0) = [y,m)] == [O :

2. Montrer que ce probleme a une seule solution.
On vérifie les hypothese de Cauchy-Lipschitz :
— F est une fonction continue sur / = [0; 1] car ses composantes sont continues.
— On étudie si F' est Lipschitzienne en utilisant la nome 1 : ||F'(¢,Y) — F (¢, Z)||. On a, avec
t € [0;1],

1) =P 21= [, " 0 |

< (T +0)y — 2z + 1 —tlyr — 2] <2/|Y = Z|].

Donc F' est 2—Lipschitzienne. en Y.



3. Exposer la formulation de la méthode d’Euler explicite pour ce probleme. Calculer, pour i = 0.1
la valeur approchée obtenue comme approximation de y(0.3).
Soit Y (t,) ~ Y, tel que ¢, = nh. Le schéma d’Euler explicite s’écrit ainsi Y,,,1 = Y, +hF (L, Y,).

Ona 4(0.0)] 0
y(0. - e
— Yy, = _y' (0'0)_ = _O] (condition initiale).
[y(0.1)] [0
—h= y/(0.1)] |02
v [y(0.2)]  [0.02
27 [y(0.2)]  [0.398
v [4(0.3)] [ 0.0598
P 1y(0.3)  0.58844
On trouve y(0.3) ~ 0.0598.

Remarque : le calcul de la deuxieéme composante y'(t3) de Y3 n’est pas nécessaire. Vous pouvez
appliquer le développement de Taylor a y(t) a ’ordre 3 au point ¢ = 0.
4. Exposer la formulation de la méthode d’Euler implicite pour ce probleme.

Posons Y,, = [Z"} , le schéma d’Euler implicite s’écrit ainsi Y, ;1 = Y,, + hF(t,11,Y,41). On a

n
donc

Ynt1 = Yn + hzn—l—l
Zn+1 = Zn + h<2 - tn-l—lzn—‘rl - (1 - tn—i—l)yn—i—l)
On obtient les composantes de Y,, | de la résolution du systéme linéaire suivant :
(S) Yn+1 — hzn—i—l = Yn
(1 - tn+1)hyn+1 + (1 + tn+1)hzn+l = 2h + zn

Remarque : On peut résoudre explicitement le systetme avec les méthodes algébriques (Cramer,
Pivot de Gauss, ...) ou utiliser un algorithme (TDMA, ...) pour le résoudre a chaque itération.
En utilisant la méthode de substitution, on arrive a

Yn+1 - hzn—H + Yn
<$¢j{u—mmmmwuwm+u+mmmm1:%+%

Yn+1 = th+1 + Yn

(1 - tn+1)h22n+1 + (1 - thrl)hyn + (1 + thrl)thJrl = 2h + zn

YUn+1 - hszrl + Yn

[(1 — tn+1)h2 + (1 -+ tn+1)h] Zn+l — 2h + Zn — (1 — tn+1)hyn

2h + zn — (1 - tn—l—l)hyn

T (U= tar)h+ (14 tnga)
2h + z, — (1 — tn+l)hyn

T (U=t )2+ (L tuya)h

Yn+1 n

Zn+1

avec yp = y(0) et zo = 2(0) = ¥/(0).

Exercice n°4  Soit le systeme différentiel a deux inconnues y(t) et z(¢) considéré sur un intervalle
[0; 7] suivant :
y' =ty + 2z =1
{ v +ely+32+22 =42 +1



1. Quelles conditions initiales poser pour constituer avec ce systeme un probleme de Cauchy ? L’ex-
primer sous la forme Y’ = F(¢,Y).

y(t) Y
On est amené a poser Y (t) = [y/(t)| et FI(t,Y (t)) = t+ty — 2z . L’équation
2(t) (A2 +1—y — ety —22)
différentielle s’écrit ainsi : Y'(¢) = F(t,Y(t)) ou
1 Y2
FILY(t) = |y | = t+tys — 2ys
Y3 5 (482 + 1 —yo — e'yy — 2y3)
y(0) y(0)
ouY(0) = [¢(0)| = |¥'(0)] estla condition initiale 2 imposer pour que ce systeme d’équations
2(0) y"(0)

soit un probleme de Cauchy.

2. Justifier que ce probleme admet une seule solution.
11 suffit de vérifier les hypothese de Cauchy-Lipschitz :
— F est une fonction de classe C* sur I = [0; 7] au voisinage de Yj car ses composantes sont
dérivables et continues.
— On étudie si F' est Lipschitzienne en utilisant la nome 1 : ||F'(¢,Y) — F (¢, Z)||. On a, avec
t € [0;T],

Yo — 22
(& Y) - F(t, 2)]) = H o = 22) — 25 — 24) H
5 (—(y2 — 22) —€'(y1 — 21) — 2(y3 — 23))

1
< [y2 — 2| +ty2 — 22| + 2lys — 23] + 3 (\3/2 — 2|+ ey — 21| +2lys — Zs’)

el 4 2
< Sli=al+ G+ Dl =zl + (242 ) Iys - 2

Prenons k& = max (%, s+ T, %), on en déduit que

[ (8, Y) = F(t 2|l < k(lyr — 21] + |y2 — 22| + |ys — z5]) = KI[Y = Z]].

Par conséquent /' est k—Lipschitzienne en Y.
3. Exposer le principe des méthodes d’Euler explicite et implicite pour ce systeme.

— Meéthode d’Euler explicite (résolution d’un systeme linéaire que 1’on pourrait expliciter avec
les méthodes algébriques) :
Yn
Posons Y,, = |z, |, le schéma s’écrit ainsi Y, ; = Y,, + hF(t,,Y,). On a donc
Un

Yn+1 = Un + hzn
Zni1l = 2 + bty + thz, — 20,)
Unp1 = Un + 2 (482 + 1 — 2, — €™y, — 2vy,)

Yn+1 = Un + th
Znt1 = (14 hty)z, + ht, — 2hv,
Unpr = (142, + 2 (42 +1— 2z, — eyy)



En utilisant ¢, = nh et les conditions initiales, on peut déterminer les valeurs du triplet
(Yn+1s Zn+1, Unt1) pour différentes valeurs de n et de h.
— Meéthode d’Euler explicite (Plusieurs opérations algébriques pour expliciter Y,, ;) : Posons

Y, = [yn] , le schéma d’Euler implicite s’écrit ainsi Y,,41 = Y, + hF' (t,41, Yn11). On a donc

n

Yn+1 = Un + hszrl
(S) Zn+l = Zn + h(thrl + tn+1zn+1 - ZUnJrl)
Upt1 = Up + % (415%_,_1 +1 =z — €t"+1yn+1 - 2Un+1)

En réarrangeant le triplet z ) , les composantes deY,,.; s’écrivent ainsi :
Yn+1, Znt1, Untl n+1

Yn+1 — thJrl = Un
(S) — (1 — htyt1)Zng1 + 2hv, = 2n + Mg
he ;H Yni1 + %znﬂ + (1 + %h) Upy1 = Up+ % <4ti+1 + 1)
1 —h 0 Yn+1 Yn
= 0 ( — htn+1) 2h Zn+1 = Zn + htn+1
etn 1
hT* % (1 + %h) Up+1 Up, + % (4ti+1 + 1)

En utilisant la méthode du Pivot de Gauss ou systeme de Cramer (déterminant non nul), on
trouve facilement les valeurs de (11, Zn+1, Unr1) €n fonction (y,,, 2, Uy).



