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Autour de I’équation de la chaleur Prof. H. EI-Otmany

Exercice n°1  Dans ce TD, on va étudier d’autres schémas pour la résolution numérique de 1’équation
de la chaleur prise en exemple dans le cours :

du 2y =0 V(z,t) €[0,1] x R%,
(EDP)S u(0,t) =u(l,t) =0 VteR:,
u(z,0) = up(z) V€ [0,1]

On reprend dans un premier temps la méme discrétisation avec h = +1 et h le pas de temps. On
note v la valeur approchée de u(z;, t,) avec x; = jh ett, = n7. On reprend la méme discrétisation des
conditions initiales et aux limites.

1 Schéma d’Euler implicite

On considere d’abord le schéma dit d’Euler implicite qui est le suivant :

n+l _  n n+l n+1 n+1
u; uj o oupty 2ui Fuyly
v 5 =0.

T h

1. Montrer que ce schéma est consistant avec I’équation de la chaleur, qu’il est précis d’ordre 1 en
temps et d’ordre 2 en espace.

On note u(z, 1) la solution exacte de I'EDP et u] la solution numérique de I'EDF :

ot = 20t ]

(EDF) : - Lyt }Zz tL—0, VI<j<N.
T

Pour montrer que le schéma d’Euler implicite est consistant, on écrit le développement en série
de Taylor pour toutes les quantités en fonction de u"“ :~ u(xj,t,41) au voisinage du point

(@), tnt1) = (Gh, (n+1)7) -

W T du 72 0%u
uj = ujtt — ot (T, tnt1) + E@(:ﬁj,tnﬂ) + o(7?)
h Ou h? 9%u h? 93u h* 0*u
n+1 n+1 4
uily = utt + Fgf(%”tnﬂ) + a@(%ﬁtnﬂ) + gﬁ(ﬂs]—,tnﬂ) + I@(%Atnﬂ) +o(h")
. . h Ou h* 9?u h? 93u h* 9*u
uit) = uftt - e - (@5, tnga) + j@(%‘atnﬂ) - 5%(%%&1) T 4(%7 tn1) +o(h?)

— Rappel : Une fonction f(h) est un “petit 0” de h" (i.e. f(h) = o(h™)) s’il existe une constante
k> 0telle que |f(h)| < kh™

— Remarque : vous pouvez utiliser I’€criture suivante :

Lo
2! Ot2

n _ , nt+l Tau 2
Uj = Uy —ia +0(7' )

(j,n+1)

(4n+1)



Par un calcul simple, on a

u" Tt —u du T 0%u
% = E(J,’jftn_}'_l) 2 8t2 (:Eja n+1) + 0( )
n+1 n+1 82U h4 84

u = 20t uily = hQ@(%ath) + 5@ tasr) +o(hY)

j J 12 Ozt

En reportant ces développements dans 1’équation aux différence, il vient que

n+l n+l n+1 n+1 2
u u?_yuj_l 2u;j —l—ujﬂ_@(mt )_Vau(x‘t )

- hQ - 8t 7o bn+1 8x2 7y bn+1

T 0%u h* &*u 9
BEY) (@), tnt1) — Y1502 4(%7 tns1) +o(T) + o(h7).
Del’ equatlon m — y% = 0, il vient que
unJrl — " un-H o zur}—i-l 4 un+1 T 82 h2 64
n _ _J J Jj—1 J J+1 _ 2

By = — -y Z — S @ ) — v o (g, tust) + o(7) + o(1?),
Pour obtenir la condition permettant d’annuler les premiers termes dans la relation précédente, qui

. . e s , . 52
font intervenir les dérivées d’ordre supérieur %tg‘ et 3 8 7 on dérive la relation I’EDP @ — % =0

par rapport ¢, et on permute les dérivées en ¢ et x

Pu_ Pu Pu P [(Ou) L0
oz~ "otz "ozt~ "oz \ ot ) T out

On peut donc écrire 1’erreur de troncature sous la forme

. T h%\ 0*u
Bj =—v <2 + V12> 53 (s tntr) +o(7) + o(h?)

En utilisant le fait que u solution de I’EDP satisfait certaines conditions de régularités, alors il

2 4
nu v u
existe une constante C' := max ( 5 12) sup ‘8 1 (T, tny1)] telle que
$

|EM| < Clr +h?)

Par passage a la limite 7 — 0 et h — 0, I’erreur de troncature tend vers 0. Le schéma numérique
est ainsi consistant a I’EDP et I’erreur de troncature est d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace
(Ierreur est en o(T + h?)).

. On pose comme dans le cours U™ = (uf,uf, -, u?V)T. Montrer que le schéma d’équation se tra-
duit sous la forme matricielle : Vn € N, M;u""! = u™. On réutilise le schéma d’Euler implicite :

n+l _  n n+l n+1 n+1
u; uj oupty 2ui fuyly
v 5 =0.
T h
Soit ainsi
n+1 u?jll - 2“?“ - u?ill n
u; "t —TU =u

J h2 J-



T ) )
Posons o« = Vﬁ’ on obtient facilement

_ n+1 n+l n+l _  n
auity + (14 2a)uj aujly = ul.

Pour écrire la forme matricielle de ce schéma, il faut maintenant prendre en considération les

conditions aux limites u{t" = u}"}, = 0. Pour j = 1, puisque uj™" = 0, le probléeme se simplifie

n+1 n+l _ n
(14 20)uf™ —auy™ = uf.
De méme, pour j = N,on a
—auit 4+ (14 2a)uy™ = ufy.

Ainsi, I’équation aux différence finies s’écrit

1420 —«o 0 e 0 7 [ufth K8
—a  14+20 -« 0 : uz® uz
0 —a 1+2a -a 0 =
: : 14+2a -« : :
L0 o e —Q 1+ 2a] _UY&H_ K

En d’autre termes, le vecteur U™ = (u])1<j<x est solution du systéme matriciel

M(Q)Un—l—l — Un

ot M(a) € R¥*N (ou encore M(a) € My(R)) est une matrice tridiagonale que nous pouvons
écrire comme suit :

M(a) = Iy + A

ou [y est la matrice identité et A est définie par :

(2 -1 0 - 0]
-1 2 -1 0 :
A=10 -1 2 —=1 0| :=Tridiag(—1,2,-1).
: 2 -1
L 0 o =1 2]

Par conséquent, on a la méthode suivante pour une approximation numérique de la solution de
I’EDP :

(a) On choisit les pas de maillage h > 0 et 7 petits (détermine la subdivision d’espace
(%) j=0,.. N+1 et celle du temps (t,,)n=0,.. m)

(b) On détermine une approximation de par les développements de Taylor,

(c) On en déduit un systéme matriciel MU' = U™ dont la solution U" = (u?,u2,--- ,u)"
approche le vecteur (u"(z1), u™(xs), -, u"(zn))"

(d) On résout le systeme M (o)U" ! = U™,

3. Expliquer rapidement comment on programmerait 1’algorithme dans ce cas.



Algorithm 1 Algorithme d’Euler implicite pour ’EDP

(a) Choix des pas de discrétisation 7 et h.

(b) Initialisation du vecteur U contenant le vecteur u(jh) discrétisé en espace : on a donc
une boucle sur jde0a N :
U(j) = u(jh)
fin de la boucle

(c) Construction de la matrice M

(d) Boucle en temps
Pour n de 1 a m Faire
V(0)=0,V(m)=0
V=M"Ya)xU
dessin du graphe (X (j),U(5))
Fin pour de la boucle en temps

4. En analysant les valeurs propres de M, montrer que 1’on a avec la norme 2, ’inégalité :
[l ]2 < fu”|l2.
— Méthode 1 : il suffit de constater que la matrice M («) peut s’écrire sous la forme
M(a)=1+caA

ou A est la matrice tridiagonale définie par A = Tridiag(—1,2,—1). Or, les valeurs propres
de A sont données par

™

BJ:4SIH2 (]Mm), VJ€{1’7N}

On en déduit directement les valeurs propres de la matrice M («) :

™

N =1+4asin® [ j———
j + 4acsin (‘72(]\[—1—1)

), Vie{l,--- ,N}.

Comme M («) est matrice symétrique alors || M («)||a = p(M(a)) ot p(M(«)) et le rayon
spectral de la matrice M («) défini par

p(M(«)) = inf {||M ()], || - || est une norme matricielle} .

Soit ainsi || M (a)[[s = [|1 + aAlls = p(I + @A) = max (|1 +4sin?® (jz5])) > 1. Par
conséquent

p(M () < 1.

Comme les valeurs propres de M («/) sont strictement positives alors M («) est définie positive
donc elle inversible et on a u™*! = M~ (a)u™. En utilisant la norme 2, on obtient

[ H|e = || M () tu™||s < || M ()7 H|o||Ju™]|2 < |||



— Méthode 2 : Si U = (u})1<j<n est un vecteur propre de M associ€ a la valeur propre A (c’est-
a-dire M («)U = AU ou U # Ogn ). On écrit ainsi
— o+ (1+ 20)u™ —aulf] = xft, Vjie{l,--- N}

—out + (1+ 20— Nuj™ —ault =0, Vjie{l,--- N}

n+1

Pour calculer les u; ™", on introduit I’équation caractéristique :

—ar? + (14 2a — \)r —a = 0.

— Si I’équation caractéristique a une racine double, comme A = (1 4 2« — )\)2 — 402, alors
ona A = 1oul\ =1+ 4a. Montrons maintenant que ces deux cas sont impossibles :
— si A = 1 alors la racine est r = 1 et la théorie des suites récurrentes nous dit qu’il existe
a et b tels que, pour tout 7, on a

uj = a(1)? +bj(1)’.

Comme ug = O et uyy; = O on arrive aa = 0 et b = 0. Donc u; = 0 pour tout j et
donc on n’a pas de vecteurs propres.
— si A = 144« alors laracine est 7 = —1. On applique la méme démarche et on en déduit
qu’il n’existe pas de vecteurs propres.
— Si I’équation caractéristique a deux racines 7; et r, alors on a pour tout j :

uj = ar] +br), a,beR.
En utilisant ug = 0, on obtient a = —b et puisque nous cherchons un vecteur propre non
nul alors a # 0. De méme, uy,; = 0 implique

N+1 _  N+1
/”"1 — T2 .

En utilisant le lien entre les coefficients et les racines de 1’équation du 2™ ordre, on a
riro = 1. On en déduit

Tf(NH) = 1.

ikm

2
Par conséquent, il existe un £ tel que 7, = e2(™+1. En utilisant le lien entre les coefficients
et les racines de 1’équation du 2™ ordre :

1+2a—A km
T1+7’2:T:2COS ;

u; = a(r{ —r}) = 2asin (]\? _:1> :

k

En variant k, on obtient les valeurs propres ), et les vecteurs propres Uy, = (u;

de la matrice M («) :

); associés

km
M =1 +4dasin® |
k + 4o sin (2(N+1)>’

u® = sin JhT
i N+1)°




Ensuite, on applique la méme démarche de la premiere méthode pour prouver ||u" ||y <
™|z
5. En déduire la stabilité du schéma implicite en norme 2.
Un schéma numérique est dit stable s’il admet une solution et s’il existe une constante C' > 0
indépendante de 7 et de h telle que

lu"]]2 < Cl[u’l]2, ¥n >0

quelle que soit la donnée initiale u°. Si cette inégalité a lieu sous une condition entre de 7 et de h,
on dit que le schéma est conditionnellement stable. D’apres la question 4, on a

[ |2 < [Ju"||2.
Par récurrence, on obtient
[ o < o < [Ju Yz < - < )]

Par conséquent, le schéma numérique est stable.

6. A l'aide du principe du maximum discret, montrer la stabilit¢ du schéma d’Euler implicite en
T
norme co. Pour o = yh ,ona

n __ n+1 n+1
up = —ouj"y + (14 20)ul™ — auf;.

Soit jo € {1,--- , N + 1} tel que

u;LOJrl — 121]%(\, u;L+1
Alors, puisque u/-t! > /", on obtient
wh = —aul 4+ (14 20)ultt — ol > —aul 4+ (14 20)uft! — aul™,
d’oll max<jey u = u? = ult! = max;<jey uj'. On en déduit
max v > max u?, Vné&{l,--- m}.

1<<N 4 7 I<<N I

Par conséquent, on arrive au principe du maximum discret et ainsi le schéma implicite centré est
inconditionnellement stable en norme oo.

2 Schéma de Crank-Nicolson

Le principe du schéma de Crank-Nicolson est de faire la moyenne des deux schémas d’Euler explicite
et implicite. On arrive au schéma suivant :

n+l _ ,n no_ n n n+l _ n+1 n+1

T N v NE




1. Montrer que ce schéma est consistant, précis d’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en espace. On écrit le
développement en série de Taylor au point (x;,,,) a 1’ordre 2 en temps :

2 9%
2 02

Ensuite, on utilise le fait que w est solution de I’EDP, on obtient

0
u}”l :u(xj,tn)+7'a—1; (xj,t,) + (zj,tn) + o(T?).

M_aﬁ(m " )+f@
T oot T

De méme, on a les développements en série de Taylor :

du h? 0%u h? 9*u
uj = u(wj,ty) — h% (x),t,) + 2 92 (xj,t,) — 553 (z,t,) + o(h?)
du h?* 0%u h? O*u
ufyy = u(rj,t,) + h% (xj,tn) + 2 92 (j,tn) + = 31 923 (z,tn) + o(h?)
et
- 2uf +ul Q%u
- hgj L= 81'2 (1'37 ) (hQ)

En remplacant n par n + 1 dans 1’égalité précédente, on obtient suite a un développement en série
de Taylor au point (z;,t,) que et

ntl _ o ntl | ntl 2
w;ily —2uy w0

(@, tutr) + o(h?).

h?  Ox?
e 0 0?
En utilisant a—? VﬁTu = 0, on arrive a
n+1 n+1 n+1
ut = 2ul T 10u
e = S (@t ()
10u 7 0%u
=5 (), tn) + — Tl (zj,t,) + o(h* + 7%
0%u T 82u
= (zj,tn) + — ) (z,tn) + o(h* + 77%)
Par combinaison linéaire des développements calculés précédemment, il vient que
n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
N Al B 2uf T 4 U _ Y1 2uff + U]
T 2h? 2h?
ou 7 0%u v 0%u
= o7 @it + 555 (@5, t) +o(7 %) — 3752 (s o)
v 0%u v o*u

—— (@), tn) + o(h* + 77).

- -1 J J 2 2
. —v 5 —v 572 = o(h” + 7°).




n 2 2
|EY| = (77 + h7)

Par passage a la limite 7 — 0 et h — 0, erreur de troncature tend vers 0 et on retrouve 1’ordre
2 en temps et d’ordre 2 en espace du schéma numérique.

. Présenter ce schéma sous forme matricielle et décrire sa mise en ceuvre pratique. Pour o = v, le
schéma numérique de Crank-Nicolson s’écrit ainsi

a n «Q n o n a n o n o n
—§ujf11 + (1 + 22> !t — — U1~ (1 — 2> uj = Ui = 0

J 2 2
d’ou
«Q n+1 «Q n+1 « n+1_a n « n «Q n
gt (Lrag )t = Gurtt = Qi+ (123 )+ G,
Soit ainsi
o «Q n+1 T N € —« n -,

Ce qui nous mene a I’écriture matricielle suivante :

(@) (0%
v (@)= ar (-2) o
(5)v 3)U

Algorithm 2 Algorithme du schéma Crank-Nicolson

(a) Choix des pas de discrétisation 7 et h.

(b) Initialisation du vecteur U contenant le vecteur u(jh) discrétisé en espace : on a donc

une boucle sur jde 0a NV :

U(j) = u(jh)
fin de la boucle

(c) Construction de la matrice M

(d) Boucle en temps

Pour n de 1 a m Faire
V(0)=0,V(m)=0
V=M §)M(-5) U
dessin du graphe (X (j), U (7))

Fin pour de la boucle en temps




3. Etudier la convergence du schéma en norme L? en appliquant la condition de stabilité de Von
Neumann. L’idée est d’introduire une onde de vecteur K a I’instant n

ul = a(K)e™h j e

alors compte tenu des propriétés algébriques classiques de la fonction exponentielle, on a

n _ iKh, n .
ujg =evtuy, el

Rappel : Pour toute fonction u" € L?(R) (L*(R) est un espace de Hilbert et {e?**, k € Z} est
une base hilbertienne de L?(R), on a

U”(I) _ Z an(k)eikw? an,(k) _ /un(x)eikzdx
R

nez

et la formule de Plancherel de conservation d’énergie

1 1
[ / (@) Pde = Y (a7 ()] = / " () Pde

nel

(a) On introduit le nombre d’onde & selon la relation & = K h, alors

&, n

n o —i&, n

n —
(b) On reporte ces valeurs dans le schéma numérique et on a le calcul qui suit :

upt = e = 2ul 4wl el = 20 4 eyt
i, j j i, j j i _

T 2h? 2h?

T

557> 0N obtient

Posons oo = v
(1 +2a — ae® + e*if)) uitt + (2a —1—a(e* + e*’f)) ull = 0.
Soit ainsi,

w1 1—-2a+ e + e‘ig)uﬂ
J 1+ 20 — afe 4 e~i€) 77

(c) On introduit maintenant le coefficient d’amplification du schéma g(«, §) :

120+ a(e +e7%)

908 = T~ a(el o)

Le calcul précédent établit donc que
n+l __ n
uj =49 (Oé, f )uj

pour une onde de nombre d’onde &.



(d) 1l suffit maintenant d’écrire cette définition pour g(a, &) proposé au schéma numérique. On a
d’abord le calcul élémentaire, en utilisant e + ¢~ = 2 cos(€),

1-2a+42acos(§)  1—2a(l—cos(¢)) 1—4a sin? (%) 2

= = = — 1
L+ 20 —2acos(§)  1+42a(l —cos(§)) 1+ 4dasin? (g) 1 + 4asin? (g)

9(a, )

On écrit la définition (V¢ € R, [g(a,&)| < 1) pour la valeur particuliere { = . Alors
sin? (%) =letg(a, &) = -2 1.

1+4a
lg(ar, )| < 1 s”écrit donc

2 2

—1< —1<1+=0< <C2<=1<1+4a<+==a=0.
Soit ainsi @ = v55 > 0. Réciproquement, si « vérifie « = v55 > 0, onaavec { € R

arbitraire la série d’inégalités suivantes :

1 + 4asin® (g) >1

2
0< <2
N 1 + 4a sin? (g) -
2
1< —1<1

N 1+4asin2( )
—1<g(,§) <1

o

d’ou larelation V¢ € R, |g(a, &)| < 1 (condition de la stabilité au sens de Von Neumann).

En utilisant la formule de Plancherel, on obtient
1 1
I Baqony = | " (@)Pde = |0 < 1@ = [ 1) Pde = 1] o
0 kEZ keZ 0

Conclusion : le schéma est stable en norme L? et il est consistant, alors il est convergent en norme
L.

3 Autres conditions aux limites

1. On considere la méme équation de la chaleur avec cette fois, comme condition aux limites :
Vi e R", w(0,t) =1, wu(l,t)=—1.

Comment adapter la formulation des trois schémas considérés pour en tenir compte ? il suffit de
remarquer que la fonction v(t, x) définie par v(t, x) = ug + (u1 — ug)x vérifie ’EDP de la chaleur
ainsi que les conditions aux limites de Dirichlet non homogenes en 0 et en 1. Soit ainsi w la solution
de I’équation aux dérivées partielles :

u 2y =0 V(t,z)€0,1] x R%,
(EDP1){ u(0,t) = u(1,t) =0 VieRY,
u(z,0) = up(x) —v(0,2) V€ |0,1]

Ce probleme admet une solution puisque c’est un probleme de Dirichlet homogene. Posons main-
tenant u(t, ) = w(t,z) + v(t, x).



— Schéma d’Euler Implicite : la discrétisation de I’équation de la chaleur par le schéma d’Euler
implicite prend ainsi la forme suivante :

ug =ug(jh),¥j=1,--- N

up =1=g"".
n+1 n+1 n+l _ n .
—aui ) + (14 20)u] ™ —aufy) =uj,Vj=1,--- N
n+l __ _ g+l

Ces conditions n’apparaissent que dans le second membre du systéme matriciel. En effet, on a

a) Par combinaisonde j = let ¢g"*' = u{™ = —1,0ona
—auf™t 4 (1 + 20)u™ — qup ™t =l

1+ 2a)uf™ — aud™ = uf + augtt = uf + ag™ .

b) Par combinaison de j = N et d"™! = u’ﬁfl = —1, on obtient

n+1 n+1 n+l _ N
—ouny"; + (1 +20)uy" — auy’, = u)

1 1_ N 1 N 1
—au + (L4 20)ul™ =)' + auft =)' +ad™t

Posons V" = (g"™ 0.+ d") (ici g"™ = 1 et d"*! = —1), alors le schéma numérique
d’Euler implicite s’€écrit :
M(a)U™ =U" 4 aV"t,
— Schéma d’Euler explicite : en utilisant la méme démarche du schéma implicite, 1’écriture ma-
tricielle est
U = M(—a)U" + aV".
— Schéma de Crank Nicolson : en utilisant la méme démarche du schéma Crank-Nicolson,
I’écriture matricielle est

o n+1l __ _g n g n+1 n
u(G) ot =n (<5)om+ S (v vy

2. On considere la condition de Neumann %(0, t) = %(1, t) = 0. On fait le choix de la discrétiser

par uy = uy et uy = uy,,. Comment adapter les schémas ?
, s . S . Su ouftg gt Au ~ “?:—11*“7;#1 _
— Schéma d’Euler implicite : en utilisant 5“(0,¢) ~ -——— = O et 5%(1,1) = - =0,

on a

u) =ug(jh),Vj=1,--- N

n+1 n+1l __
n+1 n+1 n+l _ n .
—ouiTy 4+ (1 + 20)uf™ —oujly =uj,Vj=1,--- N
n+1 n+l __
unyy —uy =0

a) Par combinaison de j = 1 et ul™' = u}*?, il vient que
—aup™ + (1 4+ 2a)uf*t — auf™t =l

(14 a)u!™ — aud™ = ul.



b) De méme, par combinaison de j = N et u" = u’}, il vient que
N1
1 1 1
—auft 4+ (1 + 20)ultt — au}{,’il =uly
n+1 n+1
—auy"y + (1 +a)uy”™ = uy.

etona —aujt| + (14 2a)u]*" — auf{{ = u” pourtout j =2,--- N —1.
Le schéma numérique s’écrit a1n31 M'()U" = U™ ou

l+a —a 0 0 T T T
—a 1420 —« 0 : up ™! uy
M(a)=1] 0 —a 1420 -« 0 Dl =1
: ’ 1+2a —« :
. 0 e e —a 14 al "N+1_ LuR ]

En pratique, cette approche ne donne pas une bonne précision et plus particulierement au bord
du domaine, car elle utilise une approximation de = qui est seulement d’ordre 1 en espace.
Pour y remédier a ce probléme, il faut construire une appr0x1mat10n de 94(0,t) = 0 et 2“(1,t),
d’ordre 2 en espace en introduisant des points fictifs.

— Schéma d’Euler explicite : U™ = M'(—a)U™.

— Schéma de Crank-Nicolson : M’ (“) Urtt = M’ (%) un.

3. On considére la condition de périodicité w(0,¢) = wu(1,t). Comment adapter les schémas? On
précisera notamment les formats des vecteurs et matrices considérés. Du point de vue discret, la
condition de périodicité u(0,t) = u(1,t) conduit 2 imposer

n__ n
uy = Un,q, VR =0.

— Schéma d’Euler implicite : en utilisant les conditions de périodicité ce schéma s’écrit, pour tout

neN
1 1 :
—au;” +(1+2a) n —au?ilzu?,ijl,---,N,
n+l _ _ n+l
Unypp = Uy
u" Tt =t

— Schéma d’Euler explicite : en utilisant les conditions de périodicité ce schéma s’écrit, pour tout

neN
n+1 n n n n
ul Tt — u o —2u" + U
—1 1 .
] ]_l/j 2] ]+ :0’ Og‘]gN’
T h
n _.n
Unyq = Ugs
n o __.n
u'y = Un-.

— Schéma de Crank-Nicolson : en utilisant les conditions de périodicité ce schéma s’€crit, pour

toutn € N
ntl _ . n no __ 9,n n n+l _ o, n+l n+1
u; uf —Vuj*l 2u]-—|—uj+1_yuj,1 2uj + ujy —0. 0<j<N
- ~ ~X
T 2h? 2h? ’ ’
n _.n
UNt1 = U,

u = uy.
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