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.1.1 Présentation et hypothése du modéle

On se place sur un espace de probabilité rsique neutre (Q,F,IP). On suppose que le
marché est constitué d'un actif sans risque :

equation Sy = exp(rt)(1.0)et d'un actif risqué (S¢, t > 0) qui suit I'équation différentielle
stochastique suivante :

1.1
So > 0. ( )

ol (W4, t >) est mouvement brownien, 1 > 0 est le taux de dividendes ; détenir une action
entre t et t 4 dt rapport nS¢dt en cash.

{ dSt = (r—n)Stdt—i—Stcr(t,St)th,

La fonction 0: RT™ x RT™ — IR est appelée fonction de volatilité locale .

On considere les hypothéses suivantes :
— o est CO.
— VT >0, Ky, ¥x,y € R", t € [0; T] tel que

Ixo(t,x) —yo(t,y)I < Krlx —y (1.2)

L'équation différentielle stochastique (??) admet alors une unique solution forte (S¢, t >
0), c'est-a-dire toute autre solution S est telle que P(Sy = gt,p.p) =1.

En particulier, le processus (St,t > 0) est un processus de Markov. Et on a méme le
résultat énoncé dans le lemme suivant :

—~ Lemme 1. |

Si (S5*)>t désigne la solution de I'équation différentielle stochastique :

{ dStx = (r—m)St*du + St¥o(u, SEX)dW,,, (1.3)

Stx  >o0.

t,x
alors, pour t <u < T, S§* = S#'S“ p.s.




Remarque 1.1 Sous les hypothéses de lipschitzienneté, nous avons un contréle des mo-
ments :

Vx>0,Vp>1, 3c(p,T): E ( m[g% IS,?'XIP) <c(p, T)(1+xP).
telo,

.1.2 L’EDP de Feynman-Kac et interprétation probabi-
liste

Nous nous intéressons au prix d'une option européenne qui paye f(St) en T. Son prix a
I'instant t sachant t = x est donnée par :

v(t,x) = E (e*T(T*t)f(sﬁvX)) . (1.4)
On suppose que f: R™ — R satisfait la condition suivante :
dec > 0f(x) < c(14[x]9), (1.5)

si bien que
v(t,x) <c (1 +E (IS%XIq)) < E(1+ x9). (1.6)

r—[Théoréme 2.} N

On suppose que v: RT x Rt — R est de classe C12 ([0, T] x R*, R) telle que :
3C>0,3¢>0

max [v(t,x)] < C(1+x9), x>0 (1.7)
t€[0,T]

et telle que v résout I'équation aux dérivées partielles :
{ dev(t, x) —Tv(t, x) + (1 —m)xdxv(t, X) + 202 (t, x)02v(t, x) =0, 1.8)

v(T,x) = f(x)

alors
v(t,x) = E (e—T(T—t)f(s;X)) .

Réciproquement, si v(t, x) — E (e’r(T’t]f(S%XD est C12 alors v résout I'équa-

tion (1.8)).

Démonstration: pour démontrer le théoréme ci-dessus, on procéde comme suit : Sens di-

rect : On suppose que v est solution de I'EDP ([1.8)). On applique la formule d'1tO a



e Ty, St entreu=tetu=T

N
e TT=Hy(T, S4%) =v(t, x) +/ (0ev(w, S5*) —rv(u, S¥) + (r—n)xdxv(u, S5¥)) du

t
T T
+/< u, SE¥)92 v(u ,stm) du+/e”u“axv(u, SEX)SEXG(u, SEX) AW,
t t

En utilisant (1.8]), il vient que

-

TTTOY(T, $5) =e T UF(SE) = v(t,x) + / e T, v(u, SEY)SE Yo, SEY) AWy
t
-

Si on peut prendre |'espérance et dire que E | [ e~ u, SEX¥)SExg(w, SEX)dw,, | =
t

0, alors on a bien
vit,x) =E (e_T (T—t) (Stx))

.
Ceci est vérifié si E <f (e "V w(u, SEX)SE o(u, S;‘i"))2 du> < +o0.
t

A ce stade, nous fréquentons le probléme suivant : Pas de contrdle sur 0, v donc on ne peut
pas vérifier cette condition. Pour remédier a ce probléme, nous nous intéressons au temps
d’arrét afin de localiser ce probléme. La solution est de localiser.

On pose pour n € N, T = inf {u >0, S§* >x}. On applique la formule d'Itd entre
=tetu=TAT,, on obtient

-
efr(Tft)v(T/\Tn, S%}‘\Tn =v(t, x) +/1u<1ner(ut)axV(U, SEX)SEXO_(U-Y ShX)qu'
t
On utilise la bornitude edyv(u, SE*)SE*a(w, S5X) (i.e. ce terme est borné) sur le compact
[0, T] x [0, u]. Ainsi
Irsc, + E (e 7T Yy (1, SE¥)p o)

Maintenant, on fait tendre n vers +oo, il vient que

(1.9)



Ici, nous avons utilisé w — SEL* est CO p.s. (presque surement) et bornée p.s. pour u € 1, T].

a revoir a la fin du document ..... page 37777

Sens réciproque : on suppose v(t,x) = E (e T(T=U£(SL) est C12 sur ([0, T] x R*, R).
On considéere St la solution de I'équation différentielle stochastique suivante :

dSt = (T—T])Stdt+ StG(t, St)th,
(1.10)
So > 0.
On écrit, E (e_TTf(ST)IS"t) est une martingale, par la propriété de Markov
E (e Tf(S1)IF0) = e "E (e T TUH(STIT) = e (L Sy). (1.11)

On applique la formule d'It6 et on écrit le drift (la partie associée a dt) est nul p.s., on obtient

'EDP (T.8). u

.1.2.1 Intérét pratique en Finance de Feynman-Kac

On peut calculer les prix d'options européennes en résolvant numériquement |'équation
aux dérivées partielles (EDP) efficace comme ici en dimension d = 1.

En revanche, en dimension plus grande (d > 4), il y'a toujours une équation aux dérivées
partielles (EDP) de Feynman-Kac pour E (F(S7,...,S$)) mais le calcul par la méthode
Monte Carlo (MC) est en général plus simple et plus rapide pour résoudre I'EDP.

.1.3 Propriétés des prix dans le modéle a volatilité locale

~

Pour plus de détails sur ce paragraphe, le lecteur est invité a consulter [?]. Dans ce
paragraphe, nous allons prouver que le prix d'une option européenne de payoff convexe
est une fonction convexe de la valeur actuelle du sous-jacent. Cela va nous permettre
d’obtenir un résultat de monotonie des prix par rapport a la volatilité et de robustesse
de la stratégie de réplication dans le modéle a volatilité locale. Cela veut dire que si I'on
sur-estime (respectivement sous-estime) la volatilité dans un modéle a volatilité locale, on
sur-réplique (respectivement sous-réplique) toute option européenne de payoff convexe en
utilisant ce modele pour calculer la stratégie de couverture.



r—[Théoréme 3.} N

Sous les hypothéses précédentes sur o, si f ;, R™ — IR est une fonction convexe
telle que 3¢ > 0, q > 0 : [f(x)] < ¢(1+[x[9). Alors le prix de I'option européenne
v(t,x) = E <e_r(T_t)f(S§'X) est une fonction convexe de x.

Remarque 1.2 — [ ’option Call définie par x — (x — K)* entre dans ce cadre.

— L’option Put telle que x — (K —x)" est aussi intégré dans ce cadre.

Démonstration : Pour démontrer le Théoreme [3] il suffit de prouver le résultat pour t = 0.
Nous pouvons aussi se ramener au cas v = & = 0. En effet, |



Chapitre

Calibration de modeéles
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Les éléments contenus dans ce cours de statistique descriptive peuvent vite atteindre
des limites dans I'analyse de données. Ce sera le premier point développé dans ce cha-
pitre concluant ces notes. Ensuite, une simple présentation des questions classiques de
statistique sera faite, en liaison avec les probléemes étudiés dans ce cours.

2.1 Introduction

Nous allons donner quelque rudiments usuels de |a calibration. Néanmoins, il faut avoir en
téte que la calibration (c'est-a-dire faire en sorte qu'un modéle donne des prix de marché)
est un domaine trés vaste ol il y a peu de théorie et beaucoup de pratique (Finance
(banque), génie civil (batiment), ...). En plus, ce savoir faire est confidentiel. Les modéles
sont connus mais la maniére de les utiliser de facon pertinente par rapport aux données
de marché est une information cruciale pour les utilisateurs et des ses données reste assez
secréte. En outre, une procédure de calibration est obtenue par des moyens heuristiques
et est le fruit d'un travail commun entre quants et traders.

En outre, la calibration peut dépendre du probléme considéré, voir I'exemple ci-dessous.

Exemple 1 Si on souhaite utiliser un modéle a volatilité locale pour pricer une option
exotique de maturité 1 an. Dans ce cas, il est inutile de calibrer o(t,x) au dela de t > 1
ans. |l suffit de faire une calibration fixe aux prix d'options sur le marché de maturité <1
year. Inversement, si on souhaite pricer T = 10 ans, il n'est pas forcément nécessaire de
calibrer furent aux options t < 10 ans , et on va donner plus de poids aux options de
maturité plus longues sous 7 ans. Ce qui nous permet de dire; méme pour un modéle, il
peut y avoir différentes maniéres de le calibrer selon le probléme considéré.



.2.2 Calibration de modéeles

Nous allons donner quelques éléments pour distinguer la calibration d'un modéle et
I'estimation statistique d'un modéle. Il existe entre les deux techniques des différences

fondamentales :

1. L'estimation statistique des paramétres :
— donne une estimation des parameétres d'un modéle a partir des évolutions pas-

sées (séries chronologiques, moindres carrées, ....)
— est effectuée sous la probabilité historique

2. La calibration d'un modéle aux prix du marché :
— refléte I'opinion du marché sous les évolutions futures de I'actif

— est effectuée sous une probabilité risque neutre
Exemple 2 Modeéle de Black-Scholes On considére I'actif Sy qui suit le modéle de Black-
Scholes, sous la probabilité historique, tel que :

dSt = pStdt + GStth, (21)
et ,sous la probabilité risque neutre, tel que :
dSt = (r—é)Stdt—i—chtth, (22)
) L] ) s
Fig. .2.2.1 — Evolution de I'actif Sg.
L'estimation de w et o est donné par les formules suivantes :
iy = 1 i Si—(i-1)At — St—iat (2.3)
Tn P St—iat ' '
1 & (St—('—l)At_StiAt)2
) i
o = — : (2.4)
Y ; St-iat
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Dans cette approche, on fréquente le probléeme suivant : quelle taille fenétre qu'on va
prendre pour avoir une bonne estimation. D'un c6té, plus n est grand, plus I'estimation est
précise. D'un autre coté, plus n est grand, plus on donne du poids au passé (informations
passées) et moins |'estimation est actuelle.

Calibration : On ne calibre que la volatilité o Si on calibre un seul prix d'option euro-
péenne P(T, K)

Si on veut calibrer avec un paramétre tous les prix observés, on utilise la minimisation
de la fonction codit suivante :

2
o= arg |nf Z _Tiy K] <PBSaVeCO-(Ti, K]) — Pmarket(T:L, K])) . (25)

Quelque soit le choix de la volatilité o obtenue par la calibration donne la facon dont le
marché anticipe la volatilité.

Laquelle de ces deux approches est utilisée en pratique? La réponse a cette question
dépend de I'activité que I'on a et qu'on veut réaliser.

Si on effectue de la couverture de produits dérivés, on va préférer I'approche calibra-
tion qui donne directement les paramétres du modeéles sous probabilité risque neutre dans
laquelle on calcule les stratégies de couvertures.

Inversement, si on veut identifier des stratégies d'arbitrage, ou par exemple que |'on
souhaite investir dans un actif risqué et estimer le meilleur rendement {1 d'un actif, on
utilise la technique d’estimation des parameétres.

Néanmoins, si on a le choix entre les deux techniques (par exemple : calibrer ou estimer
le paramétre o dans le modéle de Black-Scholes) la calibration présente I'avantage de
donner la facon dont le marché anticipe le futur.

Avant de conclure I'introduction, donnons quelques éléments de bon sens. Il est clair que
plus un modeéle a des parameétres, plus on va pouvoir s'approcher des données de marchés,
mais moins les paramétres calibrés ont du sens.

Dans le cas ot on a autant de données que de paramétres, on peut espérer calibrer
parfaitement les données, mais cela ne veut pas dire pour autant que le modéle est meilleur.
Dans cet exemple, on propose deux modéles :

1. Modeéle 1 : Régression linéaire pour expliquer le prix du produit financier en fonction
du prix d'exercice (Strike) K.

11



Exemple 3

Fig. .2.2.2 — Evolution du prix d'un actif dans le marché.

2. Modeéle 2 : Trouver un polyndme de degré minimal qui passe par touts les points et
qui explique le prix du produit financier.

Est-ce que le modeéle 2 est meilleur 7 Ce modéle calibre parfaitement les prix du marché
mais il n'a pas forcément de sens.

Idéalement, un modéle doit avoir sensiblement moins de parameétres que de données. |l
doit étre réaliste par rapport au probléme considéré et avoir si possible une paramétrisation
intuitive. Enfin, il est important d'avoir une technique de calibration rapide et satisfaisante.

.2.3 Problémes inverses, bien posés, mal posés

La distinction entre les problémes directs et inverses n'est pas mathématiques mais
d'ordre sémantique. En général, on dit les "causes" entament les "effets".

Probléme direct : calculer les effets a partir des causes. Probléme inverse : calculer
les causes a partir des effets.

Exemple 4 1. En physique :
2. En génie pétrolier :

3. En finance :

Un probléme est dit bien posé au sens Hadamard s'il vérifie les trois conditions :
— |l admet une solution pour toute donnée du probléeme

— La solution est unique

— Cette solution évolue continuement par rapport aux données du probléme.

Le probléeme de calibration en finance, qui pour un modéle donné cherche a identifier les
parameétres du modéle a partir des prix de marché est un probléme inverse mal posé . En
toute généralité, soit @ : m — P ou m est les parameétres a identifier, P est le prix d'un
produit financier.

12



On cherche "®~ 1" ® n'est pas néanmoins inversible, ni méme surjective. Comment
s'y prendre pour répondre a cette question ?

Nous commencons a étudier les problémes inverses linéaires en dimension finie, ce qui
est un cadre trés simplifié mais qui donne des idées importantes.

.2.4 Reégularisation de probléme mal posés linéaires en
dimension < +o0

On consideére un opérateur linéaire A : R™ — IR™. On regarde le probléme suivant :
pour y € R™, trouver x € R™ tel que Ax =vy.

— Si A n'est pas injectif : le probléme est mal posé (pas d'unicité de solution).

— Si A n’est pas surjectif : le probléme est mal posé ( pas d’existence d'une solution).

Le probléme est bien posé si et seulement si A est bijectif et alors m =n (A_1 est bien
co).

Cependant, méme dans le cas ot A est bijectif, on peut avoir intérét a régulariser,
notamment si la donnée y que |'on observe est bruitée (il existe un bruit dans les données).

En finance, le bruit sur les données est indiqué par le Bid/Ask spread. Par exemple, le
prix cbté par les options est le prix mid, donné par

_ Bid+Ask

id 2.6
mi 5 (2.6)
avec une incertitude x_ = Ask — Bid.
Exemple 5 On considére la matrice A telle que
e 00 el 00
A=[110], A= -1t 1 0 |. (2.7)
1 01 -1 01
Supposons que |'on observe y + 6 au lieu de y ou 6 est bruit.
yre t+01e7t
Aly=| yot+d—yiet =51t |. (2.8)

Y3z + 93 —yls_l —518_1

Si ¢ est petit, le bruit est amplifié sur toutes les coordonnées.

13



De maniéere générale, dés que A a des valeurs propres petites, on peut avoir intérét a
régulariser le probléme "Ax =y" méme si la matrice A est inversible (et le probléme bien
POSE).

Nous allons maintenant présenter la régularisation de probléme linéaire.

Premier cas : On suppose que A est injectif mais pas surjectif (n < m). Le probléme
inverse admet une solution seulement siy € Im A. On cherche un probléme bien posé qui
coincide avec cette solution siy € ImA.

On considére le probléeme régularisé suivant :

Trouver x € R"

Ainsi, siy € Im A, l'unique antécédent de y par A est solution de ce probleme.

De facon générale, on pose J(x) = ||Ax —y||? = xA * Ax — 2xA*y + |[y||2. On cherche
maintenant les points critiques de J(x). Pour ce faire, il suffit de calculer dJ(x) :

dJ(x) =2A"x —2A*y = 0. (2.9)

En utilisant que J(x) est convexe, il vient que
x = (A*A) 1AMy, (2.10)

Ici, nous avons utilisé A*A inversible car A*Ax = 0 = xA*Ax = 0 = ||Ax||?!0 =
x =0 (A injectif).

Ainsi, pour résoudre le probléme mal posé " trouver x tel que Ax =y".

On considére le probléme approché :

Trouverx € R™ qui minimise

2.11
JAx—y|P. (2.11)

Ce probléme est bien posé, donc x = (A*A)~1A*y est unique et dépend continuement de
y.

Deuxiéme cas : On suppose que A est surjectif mais pas injectif, alors n > m.

Dans ce cas le probleme "Ax = y" est mal posé car il y a une infinité de solution.
On considére le probleme régularisé suivant qui consiste a choisir la solution de norme

14



minimale : o
Trouver x de norme minimale tel que

Ax . (2.12)

c'est-a-dire,
Trouver x tel que

x = arginf{[|x||, x € R™ : Ax =y). (2.13)

Pour ce faire, il faut minimiser ||x||? sur I'hyperplan Ax = y en utilisant le fait que A :
(KerA)t — R™ est bijectif. Si on note x = Xkera + X(kera) L, alors [[x[|* = [Ixkerall* +
X (kera)L1I?. Donc x est I'unique antécédent de y par A qui appartient a (KerA)=.

En pratique, on fréquente le probléme délicat de calcul ou de paramétrisation de
(KerA)L (il n'est pas simple de calculer (KerA)'1). Pour remédier a ce probléme, on pré-
fére travailler avec une autre méthode permettant de régulariser ce probléme; c'est-a-dire
la solution trouvée est contrélée au moyen d'un terme de régularisation qui dépend d'un
parameétre. On trouve une solution quasiment stable par rapport aux données. |l existe dif-
férentes méthodes dans la littérature telles que : la méthode de quasi-réversibilité, des mé-
thodes de type contrdle optimal (gradient-conjugué, méthode de Landweber-Fridman,...)
et les méthodes de type Tikhonov . Dans la suite, on s'intéresse a la méthode de régularisa-
tion de Tikhonov, voir [5]. On rappelle brievement cette technique en quelques mots et les
méthodes permettant de choisir le paramétre de régularisation. Cette technique consiste
a remplacer le probléme mal posé par un probléme approché bien posé. Le caractére bien
posé est obtenu grace a I'ajout d'un terme de contrdle pondéré par un paramétre de ré-
gularisation «. Le probléeme «o-régularisé au sens de Tikhonov consiste a trouver x qui
minimise la fonction

Jalx) = [|Ax —yl* + «[|x||*. (2.14)

En utilisant le fait que J est convexe Avec cette technique de régularisation au sens
de Tikhonov, on obtient une solution approchée au probléeme mal posé, stable par rapport
aux données mais elle dépend du paramétre «. Pour bien choisir le paramétre «, 1l existe
plusieurs méthodes telles que le critére de Morozov [6], le critére de validation croisée [4]
ou la méthode de la courbe en L (L-curve) [1-3].
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