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Exercice n°1  Déterminer les dévéloppements limités suivants :
Dans cet exercice, il suffit d’écrire le DL(0) a I’ordre demandée et ensuite effectuer les opération de
multiplicarion ou de division selon vos souhaits.

1. ATordre 3en0de f(z) = ; xx

En écrivant les DL(0)3 de e” et =, puis en tonquant a I’ordre 3 pour trouver la partie réguliere de
f (produit des deux fonctions), on a

flz) = (1—l—x+x2+$3+0(3:3)> <1+x+x2+x3+o( ))

2 3l
2 P e
—1+x+2 +§+x+x +2 + 2 + 2% 4+ 2° + o(z?)
:1+2x+1x —|—§x + o(x?)

2. AlordredenOde f(z) =1 -z +1+z

En écrivant les DL(0)4 de (1 — x)* et (1 4 2)* pour « = 3, 0ona

1 12?2 32 152* 1 12?2 32 152°
= (1= Zp = 2 s Y 4 1 . T Y Y 4
f@) ( 2" 12 T8 164!+0($)>+< MR TR 164!+0<x)>

3. Al'ordre 4 en 0 de f(z) = cos(x)In(1 + z)
En écrivant les DL(0)4 de In(1 + x) et cos(x), puis en tonquant a ’ordre 4 pour trouver la partie
réguliere de f (produit de cos(x) et In(1 + x)), on a

f(z) = (1—§!+Z!+0(m4>> <x—x+$—z+o(x4)>

Remarque : comme la valuation de la fonction In(1 + z) a le plus bas degrés 1 pour le premier
terme non nul, donc nous n’avons pas besoin de DL(0) de cos(z) jusqu’a I’ordre 4. En effet, le
produit des deux DL(0) augmentera de degrés 1 le DL(0) résultant. Vous pouvez reproduire le
résultat avec cos(x) = 1 — £ + o(z?)

4. Alordre 3en Ode f(z) = (2° + 1)1 —z
Comme z —— (2% + 1) est une fonction polyndmiale, donc il suffit d’écrire le développement
limité a I’ordre 3 en 0 de (1 — 2)® pour a = 1. On ainsi

2 8 48 2 8 48

x 2z 15

f(x)=(x3+1)<1—x—x2—3$+0( D) =15 -G - et ol



5. Alordre 4 en 0 de f(z) = [In(1 + z))?
On écrit le DL,(0) de In(1 + z) et on calcule le DL,(0) de [In(1 + x)]* en conservant que les
puissances d’ordre 4. On obtient ainsi

2 3 4 2 4
11
f(z) = (a:—é%—g—z—i-o(x‘l)) =2 -2+ 1; + o(z)
6. Alordre 4 en 0 de f(z) = T
En posant u = x + z? afin de réexprimer la fonction f en termes de
développement limité usuel en 0 a I’ordre 4. On a ainsi

1

Tras puis en réalisant le

=1—u+u®—u®+u+o(u?)

14w
En remplacant u par son expression et en gardant que les termes de puissances 4 afin d’obtenir un
DL(0) al’ordre 4,
fl@)=1=(z+2") + (@ +2%)° = (z+2°)° + (2 + 2%)" + o(")
=1—(z+2%) + (2® +22° + 2*) — (2 + 32*) + 2* + o(z?)
=1—-a+2°—2*+o(z?)

7. ATordre 2 en 0 de f(z) = 20—

On a les dévéloppements limités usuels en 0 des fonctions suivantes a ’ordre 2 :

sin(r) = z + o(2?)

1'2

cos(x) =1— 5 + o(z?)
Ainsi

sin(z) — 1= —1+z + o(2?)
22
cos(z) +1=2— 5 1 o(z?)

On calcule maintenant le DL(0) de —

1+cos(z) :
1 B 1 1 1
L+cos(z) 2-2Z 40(z2) 21—2 +o0(z?)
En posant u = Z + o(z?) afin de réexprimer la fonction %#M en termes de -, puis en
réalisant le développement limité usuel en 0 a I’ordre 1. On obtient donc
1 1 1
- - (1
5T —a 2( +u+ o(u))
1 2 1 2
3 (1+Z+o(x2)> = §+%+o(x2)

En injectant le DL(0) de sin(x) — 1 dans la derniére équation, on arrive a

f(x) = (—1 +z+ o(:c2)) @ + % + 0(332)> = —; + % - % + o(z?)



8. Alordre 3en 0 de f(z) = 1;%(3:)
Il s’agit d’un rapport de fonctions dont les limites tendent vers 0 lorsque x tend vers 0. L’évaluation
de leurs développements limités révele que le premier terme non nul a un degré de 1. Par
conséquent, nous pourrons simplifier les développements limités en 0 en factorisant x tant dans
le numérateur que dans le dénominateur. Cette simplification entraine une diminution d’une unité

dans I’ordre du développement limité en 0. On écrit ainsi les DL jusqu’a I’ordre 4 en O :
- F 2o old) _1-54% -2 ol

fla) = x-%—}—o(z‘*) 1—%2+0(x3)

A 3 1
ZQ—2+3—4+“W>Q_§+¢m>

Posons u = “”—62 + o(x?) pour écrire le DL(0) de dénominateur en utilisant le DL(0) usuel de ﬁ

Comme u? = g—; + o(x) et nous avons besoin de DL(0) a I’ordre 3, donc il suffit d’écrire le DL(0)
jusqu’a I’odre 1 (vous pouvez aussi utiliser le DL(0) a I’ordre 2 et enfin conserver les puissances
d’ordre 3), on a

I %2 +o(x?) 1-u
Par produit de DL(0), il vient que

flz) = (1—§+§—f+o(x3)> <1+%+o(x3)>

x x?  a

=14+ = - 3
2+2 3+0(m)

9. Alordre 5en 0 de f(z) = cos(x)*™®)
En écrivant f(z) = cos(x)™(®) = ¢sin(@)In(cos(2)) et en utilisant les DL(0) de

3 5
sin(x) =z — % + 12—0 + o(z”)
2?2t A
— 1
cos(x) 5 Tort o(z")

o2
In(l+u)=u-— -t o(u?)

on obtient a I’aide de changement de variable v = cos(z) — 1 qui tend vers 0 lorsque z — 0,

In(cos(z)) =In(1 4 cos(z) — 1) =In(1 +u) = _ +o 4 o(z?) — E (—xQ +o 4 0(2:4)> + o(z?)

2 24 2 2 24
e . z? ! A
— Ty Ty g o) =g o)

Par produit de DL(0), on a

sin(z) In(cos(x)) = (:c v + L + o(x5)> (—xQ o + 0(91:4)> _- + v + o(z°)



10.

11.

Comme e’ =1+ v+ o(v) en0, ona

f(.il?) _ 6sin(ac) In(cos(x)) _ 1— = + 0(1’5)

A Tordre 5 en 0 de f(z) = arccos(z)
On procede par le calcul de la dérivée f et on effectue le DL de cette dérivée. Comme la fonction
arccos est dérivable en 0, et sa dérivée vaut

oy 1

Cette fonction est de classe C'*° autour de 0, donc elle admet au moins un DL a I’ordre 4 en 0. Pour
le déterminer, on écrit d’abord le DL(0) de

1

2 =1+2°+2" + o(a?)

Posons u = 2% + 2 + O(ZB4) et effectuons le DL(0) de (1 — u)~'/2, on a

2
= —(1—u)?=—-1- L o(u?)

2 8
Remarquons que u? = ! x%), il vient que
! e 4:_1_7_7 s 4
(@) — st o) 5~ 5 g ol
2
3
:—1—%—§x4+0( )
En intégrant ce développement limité entre 0 et = en tenant compte de arccos(0) = 7, on obtient
v T 3
= %ﬁ:f—-rf—f 5
=5 —a = e ol

ATordre 5en0de f(z) = [ et"/2dt
Il s’agit ici d’uiliser la primitive de dévéloppement limité en 0. f est une fonction dérivable sur R
et f'(x) = e*’/2. On écrit maintenant le DL(0) de f”

U2
w:1+u+§4mmﬂ
’ t2/2 et 4
f(t):e :1+§+§+O(t)

Comme f(0) = 0, on a par intégration entre 0 et =

f(x):/ f(t)dt = / Pt == /Ox(1+t22+2:+0(t4))dt

- +E+470+0< )



Exercice n°2  Déterminer les dévéloppements limités suivants
Remaque : dans cet exercice, vous pouvez utiliser la définition de DL(x() pour une fonction indéfiniment
dérivable :

" (z — x)®

f(x) = f(xo) + Z Tf(k)@?o) +o((z — x0)")

k=1

ot f*) est la dérivée d’ordre k de f.

Néanmoins, afin d’optimiser le processus et éviter le calcul des dérivées d’ordre £ de f, nous em-
ployons des changements de variables appropriés permettant 1’application des développements limités
classiques en 0.

1. Alordre 3en2de f(z) = 2
Posons u = 2, on

f(x)_glc:2+(i—2) :2(1+1x;2)
=3 (1) = (v =t o)
(- () - (Y )
T a0 a2 ol - 2))

2. Alordre 3en2de f(z) = \/x
On a, par changement de variable u = %‘2,

f(x)zﬁzm:\/2(1+m;2)=\/§ NN e

En écrivant le DL(0) de /T +u = (14 u)"/? en 0 (en effet u = %52 tend vers 0 lorsque « tend
vers 0), il vient que

12 w  lu? 3 5
Ainsi, on a
B (x—2) 1(x—-2)?2 3(x-2)7° 3
f(%)—\/ﬁ(l—F 1 —Z 3 —g 13 —|—0((l’—2) ))
Ve L= L2220 ap (a2

Exercice n°3  Déterminer les dévéloppements limités suivants :



1. ATordre 3 en +oode f(z) = 7\/\%2
2

Par un simple calcul au voisinage de +o0o (z > 0), on a f(z) = Jr = 1+ % Posons u = £
écrivant le DL(0) de v/1 + v a I’ordre 3 :

et

u o u? 3P
Vidu=1+2_% 2% 40w
Fu=1+g— o+ o o)

On a ainsi

9 4 3x2 1
— - =22 —
@) =145 — ot ke +O( )

L ()
= —_—— — 07
r 22?2 23 x

2. Alordre 4 en +oo de f(z) = In (x +V1+ 1:2) — In(z)
On commence par simplifier f :

f(x)zln(x+vl+m2)—ln(x)zln <x+xl+x2> =In <1+ 1+1)

12

On pose u = 1 et on écritle DL(0) a I'ordre 3 de v/1 + u? = (1 + u?)"/?, on a

2 1 4

f(x)—ln(1+\/1+u)—ln<1—|—1—|—1;—41;!+0(u4))—1

=
VN
w‘ﬁm
NN
NS
+
S8
:>J>
C/

u?  1ut
=1 n(l+——-=-— 4
n(2)+ n( + 82!+0(u)>

=In(2) +In(1+v)

ouv = “742 — % + o(u"). Par composition de DL au voisinage de 0 de In (1 +v) = v — “2—2 + %‘ -

L+ o(v*), on obtient

Exercice n°4 Déterminer les limites suivantes
1. lim sin(z)—x
r—0 3

On écrit le DL(0) de sin(x) a I’ordre 3 :

lim sin(x) — x . T+ o(x?) —x ) 1 1

z—0 T z—0 x3 z—0 !

Remarque : on peut vérifier ce résultat par la regle de I’Hopital (faite en classe).



2. lim In (9: +v1+ x2) — In(z)

Tr—>—+00

En utilisant le DL(+00) de f(z) = In (x +v1+4 x2> — In(z) de I’exercice 2, on a

f(a:)zln(?)—f—i— ’ + (1)

[ 0 E—
42 3224 xt
Par conséquant,

lim_In (l’ +V1+ x2> —In(z) = lim In(2)+ . % +o0 (1) = In(2).

z—+ z—+00 422 32z xt

Exercice n°S  Faire un dessin de la tangente et en précisant la position de la courne par rapport a la
tangente des fonctions suivantes

1. en0Ode f(z) =

1+4e®
En combinant les DI(0) de e et p%u au voisinage de 0 a I’ordre 3, on obtient

1 1

1
T z2 3
1+§+T+E+O(‘r3)

Cl4er I lta+ 45 g o(ad)

DO | —

f(z)

Posons u = £ + ””742 + % + o(z?), on en déduit que

1

f(x):§[1—u+u2—u3+o(u3)
x 1’2 133 xr .IQ I3 2 x 132 1’3 3
= 1201—(Z+=+= S ) S (S 3
frac [ 2+4+12>+<2+4+12> <2+4+12> + o(z?)
3 3 3 1

2 2
1
:fmdgll_w_m_wﬁﬁ_x+0(xs)] N DS

La courbe représentative de f admet donc au point (0, f(0) = %) une tangente d’équation y =
I+ % De plus,

z 1 1 4 3
fa)= (=5 +5) = 557+ o)
— Lorsque = > 0 (au voisinage de 07), cette différence (4—18:1:3 + o(x?)) est positive, et donc la
courbe représentative de f est au dessus de la tangente d’équation y = —7 + %
— Lorsque x > 0 (au voisinage de 07), cette différence (4—18x3 + o(z?)) est négative, et donc la
courbe représentative de f est au dessous de la tangente d’équation y = —F + % On dit que la
courbe traverse donc sa tangente en (0, f(0) = 1).

2. en0de g(z) = In (2% + 27 + 2)
On simplifie g pour écrire son DL(0) a I’ordre 3 :

2 2
) = @)+ 1+

g(x) =1In (:c2 + 22 + 2) =In(2(1 + )



Combinons le changement de variable u = = + % etle DL(0) In(1 + u) = u — “72 + %3 + o(u?),

on obtient
2\ 2 2\3
$2 T+ z x + z
g(x)zln(2)+x+—( 2> —1—( 2) + o(2%)
2 2 3
23
=In(2) +x — 5 + o(z?)
La courbe représentative de g admet donc au point (0,¢(0) = In(2)) une tangente d’équation

y = x + In(2) De plus,

g(a) — (@ +n(2)) = = +o(a?)

— Lorsque = > 0 (au voisinage de 07), cette différence (—””—; + o(x?)) est négative, et donc la
courbe représentative de g est au dessous de la tangente d’équation y = x + In(2)

— Lorsque x > 0 (au voisinage de 07), cette différence (—%3 + o(z?)) est positive, et donc la
courbe représentative de g est au dessus de la tangente d’équation y = z + In(2). On dit que la
courbe traverse donc sa tangente en (0, g(0) = In(2)).

Exercice n°6 Faire un dessin de la courbe asymptotique et préciser la position de la courbe
représentative de la fonction par rapport a la courbe asymptotique pour les fonctions suivantes :

1. en+oode f(z) = Va2 + 1+ V22— 1

) = \/332(1—1—3312) + \/372(1 - 3) :x\/l—i- » —l—x\/l -5

On pose u = x—lg, ce qui nous donne u tend vers 0 et on applique le développement limité en 0

de la fonction (1 + u)* avec v = 3

— en +oo,0na

— en —oo, on a

f(IL’)Z\/xz(l—l—xlz)—l—\/3:2(1—9612):—1’\/14—;2—x“l—;

On pose u = x—g, ce qui nous donne u tend vers 0 et on applique le développement limité en 0
de la fonction (1 + u)* avec o = 3

fla) = — <1+212

- L
8t
ool



Par un calcul simple, on trouve 1’équation de la courbe asymptotique, y = —2x, en effet

lim f(x)—(—2z) = lim 414—0<1>—O

T—>—00 z——o00 43 x3

On en déduit que courbe représentative de f est dessous de la courbe asymptotique d’équation
Yy = —2x en —oo (car < 0 en —o0.) Cependant, en +o0, la courbe représentative de f est
dessus de la courbe asymptothue d’équation y = > (0 en +00).

2. en +oo de g(z) = 2% In ("”‘*1)

On combine les étapes suivantes : simplifier I’écriture de g, poser u = % — 0 lorsque ©+ — 400
ensuite utiliser le DL3(0) de In(1 + ) :

9 x+ 1) 9 ( 1) 9 (1 1 1 ( 1 >>
=ua’l =z°In(1 -y =
g(z) =z n( " oin | 1+ AL 2x2+3x2+0 23

1 N 1 N (1)
=r——-+—+4o

2 3z T

On trouve finalement I’équation de la courbe asymptotique y = = — % en calculant
1 ) 1 1
i f(w) = (x—g):xﬂﬂoog,x“(x)—o

On en déduit que courbe représentative de f est dessus de la courbe asymptotique d’équation
Yy =2x— % en +oo (car é > 0 en +00.) Cependant, en oo la courbe représentative de f est

4903

dessous de la courbe asymptotique d’équation y = = — 35 (car 3. < 0en —o0).
. BEnoode h(z) = 55
Pour u = i qui tend vers 0 lorsque z tend vers +oc, on a
1 1 1 1
neede sl
e +a:+2:1:2+6a:3+0 3

En utilisant le DL(0)3 de on arrive a

1+’
1

L —(1+a)
L+el/= T+1+2+ 5+ g +o ()

)

h(z) = (1+ x)

=(1+ux)

2(1+§+4x2+12x3+o(

1+« [1 1 1 1 n 4 1 1 . ( 1 )
= _—— — — — _— _—— 0 _—
20 4x? 1223 4:0 4¢3 83

1 1 1 1 1 1
= +-—->-= + + —|—0<>
2
T

_1+x[ 1 1

2 4 2 48x2?  48x3 3
1 . 1 n < 1 )
= — — — —_— o\l —
2 4 483 3

On en déduit que la courbe représentative de h est au dessus de la courbe asymptotique d’équation

y=3- i en +oo (car ﬁ > ( lorsque ©+ — 400). Cependant, la courbe représentative de
h est au dessus de la courbe asymptotique d’équation y = § — Len —oo (car @ < 0 lorsque

4
T — —00).

i
L+a <1+1 ) < 1>2 <1+1+ 1>3+ <1>
= —\ = a— -y p o\ —
2 2z 4x2 1223 4:1;2 1223 2 42 1223 a3



Exercice n°7  Déterminer le développement limité d’ordre 2 de f(z,y) = e*In(1 + y) en (0, 0).
On utilise la définition de DL(0,0) pour une fonction a deux variables :

a a 2 2 82
f(z,y) = f(0, 0)+xaf(0 0)+y af(o 0) + 22 8];(0 0) + 3 a9y “ﬁ(o 0) 4 2z Y5 g (0,0) + o(z* + v
On calcule les dérivées partielles de f en (x,¥)
0
ai(x y) =¢e"In(1+y)
Ly =15
oy S +vy
82
o J;(:U y) =e"In(1+y)
0% f B e’
a2 Y = Ty
o*f o*f 0 er

awy(ﬁw) = 8y8:p(m’y) y (e"In(l+y)) = T

En évaluant ces dérivées en (0, 0) et en tenant compte de f(0,0) = 0, on arrive a
flay) =y —y* + 20y + o(a® +y°)
Remarque : En général, le DL(a,b) d’une fonction a deux variables a I’ordre 2 est donné par

Flo) = Fab) + (@ = )5 (@) + (=D @)+ (@ - 0?5 0b)+ - 075 S

2 = a)ly — ) g (0:0) ol — 0 + (s =)



