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Exercice n°l Décomposer en éléments simples sur R[.X ]| les fractions suivantes :
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Exercice n°2  Effectuer la décomposition en éléments simples dans C[X| des fractions rationnelles
suivantes :
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Exercice n°3 Si U, V € R[X] avec V(0) # 0 et si m € N, il existe un unique couple (Q, R) €
R[X] x R[X] tel que : U = VQ + X™ " R et deg(Q) < m. Illustrer la situation dans les deux cas :

. U=1-X,V=1+X%m=4.
2.U=14+X-X?+X3,V=1-X,m=3.

Exercice n°4

N
1. Soit F' = Ik Si z € C[X] est une racine simple de D, montrer que le coefficient de 1’élément

simple ! est N(z)
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2. Décomposer dans C(X) la fraction définie par :
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Exercice n°S  Soit F' la fraction rationnelle définie par :
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1. Décomposer en éléments simple sur R[X]|
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i. Calculer 57, Ss et Ss.

ii. Donner I’expression de S,, en fonction de n et en déduire lirﬁ S
n—-—+0oo

Exercice n°6 Décomposer en éléments simples sur R[X] la fraction rationnelle suivante :
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Exercice n°7 Dans R* muni du produit scalaire usuel, on pose :
Vi=(1,2,-1,1), V,=1(0,3,1,—1).
On pose F' = Vect(V 1, V2). Déterminer une base orthonormale de F et un systtme d’équations de F*.
Exercice n°8  Soit F un espace pré-hilbertien réel et (eq, - - - , e,) une famille de n vecteurs unitaires
de E(n € N*) telle que pour tout vecteur = de £, on ait
lz|l* = l;(xlek)Q-

Montrer que la famille (eq, - - - , e,) est une base orthonormée de F.

Exercice n°9  Soit f une fonction continue sur [0, 1], non nulle a valeurs réelles positives. Pour P et ()
1

polynémes donnés, on pose ¢(P, Q) = [ f(t)P(t)Q(t)dt.
0

1. Montrer que ® est un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer qu’il existe une base orthonormale (P, ),cn pour ® telle que, pour tout entier naturel n,
deg(P,) = n.

3. Soit (P,)nen une telle base. Montrer que chaque polyndme P,, n € N*, admet n racines réelles
simples.



