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Exercice n°1  Déterminer tous les couples (a,b) € (R)? pour lesquels il existe M € R tel que

Va,y >0 : 2%’ < M(x +y).

Exercice n°2  Soit A une partie non vide de R? et z un point de R2. On note d(z, A) = inf |z — all.
ae

Montrer que d : R? — R est lipschitzienne.

Exercice n°3  On considere : f(x,y) = ﬁi’/ﬂ

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2. Montrer que V(z,y) € D, |f(z,y)| < vz + /¥
3. Endéduire  lim x,1).

(z,y)—(0,0) J(@y)

Exercice n°4 1) Etudier I’existence d’une limite en (0, 0) pour les fonctions f suivantes

o) f(ry) = 2L b) f(z,y) = o siny

o) f(x,y) = R d) f(z,y) = \/Z;/TyQ

e) f(x,y) = % f) f(x,y) = ((;021322)

O f(xy) = av. ) f(xy) = (e+y)sin(zhs)
D) f(zy) = izaf’yz ) f(xy) = %

Exercice n°5  Soit f, g : R — R deux fonctions continues. Montrer que {x € R" : f () = g (x)}
est un sous ensemble fermé de R".

Exercice n°6  Vérifier que les projections canoniques :

P, :R* —R ; P,:R* —R (1,y) — 2 (x,y) —y

sont continues en tout point de R?.

Exercice n°7 Comment faut-il choisir le nombre réel o pour que la fonction f : R? — R définie par

— cos /a2 2
1 i) # (0,0)

flz,y) = x? +y? .
a si (x,y) =(0,0)

soit continue au point (0,0) ?



Exercice n°8 Soit f : R? — R la fonction définie par

(z+y)?cos cos % sizy #0

Montrer que lim (lim f(z, y)) et lim (hm (x,y)) n’existent pas, mais  lim ) f(z,y) =0.

y—0 \z—0 z—0 \y—0 (z.y)—(0,

Exercice n°9 1) Etudier I’existence d’une limite en (0, 0) pour les fonctions f suivantes

Ty 1+ 22 + y?

a y — g 7 qi
) f(z,y) Y b) f (z,y) ; sin y
(z+y)° y
2) La fonction f : (z,y;2) — % a-t-elle une limite en (0, 0, 0).
T+y+z
rT+y

3) La fonction [ : (z,y;2) — a-t-elle une limite en (2, —2,0).

22 — 2 + 22

Exercice n°10  Pour (z,y) € R? on définit f,, : [-1,1] — R par pour tout ¢ € [—1,1], f,, (t) =
zt? +ytet F (z,y) = sup fo, (1)
te[—1,1]
1. Calculer F' (z,y)

2. Etudier la continuité de la fonction F sur R2.

Exercice n°11  Montrer que la fonction f : (z,y) € R? — /22 —y2 n’est pas uniformément
continue sur R2,

Exercice n°12  Soit f, g : R” — R deux fonctions continues Montrer que {x € R" : f () = g (x)}
est un sous ensemble fermé de R".

Exercice n°13  Comment faut-il choisir le nombre réel o pour que la fonction f : R? — R définie par

1— 2 2
fl,y) = sz T si (z,y) # (0,0)

o si (z,y) = (0,0)

soit continue au point (0,0) ?
Exercice n°14  Soit f : R? — R la fonction définie par

1 1
x+1y)2cos —cos — six 0
flz,y) = (@ +y) Ty v
0 sizy =0

Montrer que 11/1_r>r(1) (alg%f(x, y)) et }:13(1) (?Elir(l)f(l‘, y)) n’existent pas, mais  lim f(x,y) =0.

(z,y)—(0,0)

Exercice n°15



1. Etudier Iexistence d’une limite en (0, 0) pour les fonctions f suivantes :

Y 1+a% +y* (z +y)°
s = b s = —F S x7 = —
a) f(z,y) oy ) flz,y) > iny ¢ f(z,y) 17
2. Lafonction f(z,y,z2) = #g{iz a-t-elle une limite en (0, 0, 0).
3. Lafonction f(z,y,z2) = zgf;zzjrzg a-t-elle une limite en (2, —2,0).

Exercice n°16
Soit f : R? — R définie par

s+t —1 siz?+y?>1
1

-3 sinon

flz,y) :{

Montrer que la fonction f est continue.

Exercice n°17 Soient f : R — R une fonction de classe C' et /' : R? — R la fonction définie par

f@=fw)
e W
F(z,y) = Ty ; 7_é %
f@)  siz=y
Montrer que la fonction F' est continue.

Exercice n°18  Soit A une partie convexe non vide de R? et f : A — R une fonction continue. Soit a
et b deux points de A et y un réel tels que f(a) < y < f(b). Montrer qu’il existe z € A tel que f(z) = y.

Exercice n°19 6 Montrer que

lim fol (2xye‘$zy) dr # fol yli)rgoo (Q:Uye_””Qy) dx.

Yy—+00
Exercice n°20  Soit ¢ : |0, +oo[ — R, la fonction définie par g(y) = [/* log(y? cos® z + sin? z)dx
1. Calculer ¢'(y)
2. En déduire g(y) et lim g(y)
y—0+

3. Montrer que f;f log (sin? z) dz converge et que 0 < g(y) — f(;/z log (sin? z) dz < y+y(2 +1log?)

4. En déduire que : gl/zlogsinx dv = —nlogv2, [*logcosz dr = —wlogv2 et
172 10g (tanz) da = 0.

Exercice n°21  On considere la fonction f définie sur R? \ A dans R par

COST — COSY
f@y) = ————
rT—=Y

avec A = {(z,y) e R? / x =y} :ladiagonale de R?.
Prolonger f par continuité sur la diagonale A.



Exercice n°22  Soit la fonction définie sur R? par :

1 1
x+1y)2cos—cos— Ssix 0
flz,y) = (@+9) Ty v7
0 sisy=20

M lim (1 i (1 . . . . _o0
ontrer que limy (zlg(l) f(z, y)> et lim <y1_I>I(1) f(z, y)) n’existent pas mais (x,y)rin(0,0) flz,y)=0

Exercice n°23

1. Montrer que e* Y = 1 + z + y définit implicitement une fonction & : = — y = ®(z) au
voisinage de (0,0).

2. Calculer lim %.
z—0 T



