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Exercice n°1  Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

(a) f(x)= (1—1235)3 (b) f(z) =3cos(x)sin(xz) (¢) f(z)= arctan(zx)

@) fz)= Chb) 5@ f@=asie) () f@)=aVTT 2R
1 . 22

(9) flz)= W (h) f(z) =ch(z)cos(z) (i) flz)=q g

(7)) flz)= il (k) f(z)= Al'fgsh(?w) (1) f(x)=1In(1+2?)

(m) (o) =nfa+ VE=T) () (o) = () (@) = 26h(x)

Exercice n°2

n—1
1. Soit z un réel strictement positif. Calculer Y e/ en fonction de .
k=0
. x =l e .
2. Montrer que la limite de < > ekl ”> lorsque n tend vers I’infini existe.
n k=0
3. En déduire que [, , e’ds = e” — 1,V > 0.

1. Soit z € Retn € N*. Etablir les deux égalités suivantes :
zn: sin (i) sin k‘x = 1 (cos (x) — Cos <2n i 1x>>
st 2n n) 2 2n 2n
Zn: sin <i> coS k—x _ ! (sin (96) — sin (Qn + 1:5))
= 2n n) 2 2n 2n

2. Utiliser ces résultats pour établir les formules :

/[ ] sin(s)ds = 1 — cos(z); /[ ]cos(s) ds = —sin(z), Vo > 0.
0,x 0,z

Exercice n°3  Pour tout z > 0, on pose :

z Int
F(l’):/1 2t

142

1. Donner signe de F' sur R
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de F sur R*.. Calculer F'(z).

3. Donner le DL de F' au voisinage de x = 1 a I’ordre 4.



Exercice n°4  Soit f : R — C une fonction continue périodique, de période 7" > 0. En utilisant le

changement de variables, montrer que I’intégrale | ;”T

f(z) dx ne dépend pas de a.

Exercice n°S  Calculer les intégrales suivantes par les changements de variables :

L, Iy, I3,t = €” dans I, x = sin(¢) dans [5, x = 1/t dans Ig, t = sin(z) dans I7).

2In(z) 3 1 . e 1 '
h= /1 x do; L= /e z(In(x))3 do; Iy = /e z(ln(z) + 1) aa;

1 1 2 ]
Iy :/ e’ cos(e®) d; I =/ V1—a2dr; I :/ n@) g,
0 0 1

2 1+ x? ;

w/2

w/2
I; = / sin(z)? cos(z) dr; Iy = /
0 0

Exercice n°6  Calculer les intégrales suivantes par I’intégration par parties :

2 1 1
Jp = / (x —2)e *dx; Jo= / arctan(z) dzr; J3 = / (2% + 1) cos(x) dz;
0 0 0

5 w/2 3
Jy = / (3x2 +z+ 2) In(z)dx; Js= / zsin(x)dr; Jg = / xIn(z) dx;
1 0 1

1]

1 2
Jr = / (z + 1)%cos(x) d;  Js = / —2@1/3” dr; Jg = / (2% + 32 — 1)e” du;
0 0 0

Xz

In(z) pour

w/2
sin(z)*cos(z)* da; Iy = / sin(z)? cos(z)? dx;
0

Exercice n°7  (Pas de technique spéciale pour les fractions rationnelles ou autres) Calculer les

intégrales suivantes :

1 e In2 2z
I = / (z—2)(x+1)°dz I,= / *(Inz)dde Iy = / ’ 26 dx
027r 162 1 O1 6; +2
Iy = / 2 I = / S I = /
! 0 cos™(z) du > e x(In(x))? dv Lo o 1+ ¢ dr

Jus

In(2) e
Iy = / ch?(z)sh®(z) dx Iy = /2 e*cos(x) dr Lo = / z1n*(x) da
0 0

1
z 1 1 1
Iy = / x?sin?(x) dzx Iy = /(dx Iis = 221 —z dx
0

1+ 22)2 0

¢ In(z) ¢ In(z) 1z
Iy = / d L5 = / d I = /
14 ) T 15 L VT T 16 0

Vo +1

dx

Exercice n°8  (Des techniques spéciales pour les fractions rationnelles) Calculer les intégrales et pri-

mitives suivantes :

3 1 2 2r+1 3 x+1
I = /705 I, = /7d I / d
! 2 x(zx+1) v ? 0 22— 3z 4 S (@2 1)(w—2) v

™ 1 1 — qj
I / x sin(x) i I / x dr I, / cos(z) — sin(x) s
0 0

1 + cos?(x) (xt + 22 4+ 1)?

1 + cos?(x)

Exercice n°9  Nous nous intéressons a montrer par 1’absurde que 7 est un nombre irrationnel. Suppo-

1 ™
sons que T = ]—), et posons P, (X) = —'X”(p —qgX)"etl, = / P,(t)sin(t) dt.
q n! 0



A

Montrer que, Vn € N, P, (X — 7) = P,(X).

Montrer que, Vn € N, I,, > 0.

Montrer que, Vn € N, Vk € N, PP (0) € Z, et P (r) € Z.

Montrer que, Vn € N, I,, € N (on pourra procéder a des intégrations par parties successives).

Montrer que EIE I, = 0. En déduire que I’hypothese initiale est absurde.

n

Exercice n°10  (Probleme : Intégrales de Wallis et formule de Stirling)

— Pour tout entier n, on pose I,, = / * sin”(t) dt.
0

1.
2.

7.
8.

Calculer [j et I;.

™

Montrer que, Vn € N, [, = /5 cos” (t) dt.
0

. A I’aide d’une intégration par partie, déterminer une relation entre I, et ,,.
. En déduire les valeurs de Iy, et I5,,; (on les exprimera a I’aide de factorielles).

. Déterminer la monotonie de la suite (/,,) puis prouver sa convergence.

En déduire lim
n—-+4o0o n+l

Montrer que, Vn € N, (n + 1)1,411,, = g

Déterminer un équivalent simple de [,,.

— un résultat technique : Soit f une fonction concave sur un segment [a; b] et M = sup,¢ (o | /" ()]
On note ¢ la fonction affine vérifiant f(a) = g(a) et f(b) = g(b).

b b
1. Expliquer (sans calcul !) pourquoi / f(t) dt > / g(t) dt.
(t—a)(b—1t) . . :
2. Montrer que, Vt € [a;b], f(t) —g(t) < M — (on pourra introduire la fonction
h(z) = f(z)—g(zr)— K(x—a)(z—0), ou K est une constante choisie pour assurer i(t) = 0).
b b M —a)?
3. En déduire que/ f(t) dt — / g(t) dt < (12a).
1
4. Appliquer ce résultat a la fonction In pour prouver que 0 < (n + 2) (In(n+1)—In(n))—1 <
1
12n?°
— Formule de Stirling : On introduit les deux suites u,, = In(n"*2e™) — In(n!) et v, = u, +
1
12(n—1)
1. Montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes (on pourra bien sir exploiter les
résultats des deux premieres parties de 1’exercice).
1
2. Montrer que leur limite commune est égale a —3 In(27) (on pourra s’intéresser a la limite de
22Uy, — Usp).
3. En déduire un équivalent de n!.



